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Vorwort  zum  ersten  Band. 


Der  vorliegende  erste  Band  meiner  Statik  der  Bauwerke  enthält  in 
der  Hauptsache  die  Theorie  der  statisch  bestimmten  ebenen  Träger  und 
der  Raumfachwerke.  Zur  Einführung  in  das  schwierigere  Gebiet  der  eigent- 
lichen Statik  der  Bauwerke  sind  zunächst  die  Grundbegriffe  der  graphischen 
Statik,  die  Berechnung  der  Trägheits-  und  Zentrifugalmomente  und  die  Berech- 
nung der  Normal-  und  Schubspannungen  in  geraden  Stäben  behandelt.  Die 
gründliche  Beherrschung  dieser  wichtigen  Abschnitte  aus  der  Festigkeitslehre 
ist  für  das   Verständnis   der  folgenden   Abhandlungen  unbedingt  erforderlich. 

Die  Theorie  der  statisch  bestimmten  ebenen  Träger  und  der  Raumfach- 
werke wird  in  Anlehnung  an  die  vorzüglichen  Methoden  von  Müller-Breslau, 
meines  hochverehrten  Lehrers,  vorgetragen.  Es  kam  mir  namentlich  darauf  an, 
den  Stoff  in  möglichst  einfacher  und,  wo  es  möglich  war,  elementarer  Weise 
zu  behandeln,  ohne  dabei  den  Boden  der  Wissenschaftlichkeit  zu  verlassen. 
Ich  habe  mich  daher  bemüht,  mich  möglichst  dem  Auffassungsvermögen  des 
Anfängers,  an  den  sich  dieser  erste  Band  wendet,  anzupassen,  wobei  mir  meine 
langjährigen  Erfahrungen,  die  ich  als  Lehrer  der  Statik  im  unmittelbaren 
Gedankenaustausch  mit  meinen  Hörern  gesammelt  habe,  sehr  zustatten  kamen. 

Ein  breiter  Raum  wurde  auch  der  kinematischen  Theorie  des  Fach- 
werks zugewiesen,  die  wegen  ihrer  einfachen  Bildungsgesetze  eine  besonders 
einfache  und  übersichtliche  Herleitung  der  Einflußlinien  statisch  bestimmter, 
ebener  Träger  ermöglicht  und  sich  daher  auch  bei  dem  Anfänger  einer 
besonderen  Beliebtheit  erfreut.  Ihre  Beherrschung  ist  namentlich  auch  für 
das  Verständnis  eines  Teils  des  im  zweiten  Band  dieses  Werkes  behandelten 
Stoffes  von  Bedeutung. 

Zum  Schluß  fühle  ich  mich  noch  veranlaßt,  der  Verlagsbuchhandlung 
von  Wilhelm  Ernst  &  Sohn  für  ihr  Interesse  und  das  Entgegenkommen,  das  sie 
dem  Buche  gewidmet  hat,  meinen  besten  Dank  auszusprechen. 

Charlottenburg,  Anfang  April  1921. 

KirchhoflF. 
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I.  Abschnitt. 

Einführung  in  die  graphische  Statik. 


§  1.   Zusammensetzung   und  Zerlegung   von  Kräften   in  der  Ebene,  statische 

Momente  und  Kräftepläne. 

1.  Zusammensetzung  von  zwei  Kräften. 

Eine  auf  einen  Punkt  m  wirkende  Kraft  P  pflegt  man  durch  eine  von 
dem  Punkte  aus  in  Richtung  der  Kraft  gezogene  Gerade  ma  darzustellen, 
deren  Länge  man  in  Zentimetern  gleich  oder  proportional  der  Anzahl  der 
wirkenden  Kilogramm  bemißt.  Die  Richtung  der  Kraft  wird  durch  eine  Pfeil- 
spitze bezeichnet  (Abb.  i).  Wirken  auf  den  Punkt  zwei  gleich  große,  der 
Richtung  nach  entgegengesetzte  Kräfte  ma  und  mb,  so  bleibt  der  Punkt  in 
Ruhe.  d.  h.  er  befindet  sich  im  Gleichgewicht.  Zwei  in  gleicher  Richtung 
wirkende  Kräfte  können  durch  eine  Mittelkraft  (Resultierende  oder  Resul- 
tante) ersetzt  werden,  welche  ihrer  Summe  gleich  ist.  Die  Mittelkraft  zweier 
ungleicher,  in  entgegengesetzter  Richtung  wirkender  Kräfte  ist  gleich 
ihrer  Differenz  und  nach  der  Seite  der  größeren  von  beiden  gerichtet. 


m  a 


Abb.  I. 


Abb.  la. 


Abb.  Ib. 


Abb.  I  c. 


Abb.  Id. 


Schließen  endlich  die  Richtungen  der  beiden  Kräfte  einen  beliebigen 
Winkel  ein,  so  kann  man  sie  ihrer  Größe  und  Richtung  nach  durch  die  geraden 
Linien  ma  und  mh  darstellen  (Abb.  la).  Die  Diagonale  vic  des  durch 
die  Seiten  ma  und  mh  bestimmten  Parallelogramms  gibt  der  Größe 
und  Richtung  nach  die  Mittelkraft  jR  an.  Die  Kräfte  Pi=ma  und 
P2  =  m,b  heißen  die  Seitenkräfte  (Komponenten)  der  Mittelkraft.  Die  Mittel- 
kraft m  c  übt  auf  den  Punkt  m  dieselbe  Wirkung  aus  wie  die  beiden  Seiten- 
kräfte.   Diese  können  also  durch  die  Mittelkraft  ersetzt  werden  und  umgekehrt. 

Reiht  man  P^  und  P^  nach  Größe,  Richtung  und  Sinn  aneinander  und 
bestimmt  die  Schlußlinie  mc  des  Kräftezuges,  so  erhält  man  dasselbe  Ergebnis 
(Abb.  ib),  wobei  es  gleichgültig  ist,  in  welcher  Reihenfolge  Pj  und  Po  anein- 
ander gesetzt  werden. 

Kirchhoff,  Statik.  I.  I 


_     2     

Ist  umgekehrt  die  Aufgabe  gestellt,  eine  Kraft  B  in  zwei  Seitenkrätte 
Pi  und  R^,  deren  Richtungen  gegeben  sind,  zu  zerlegen,  so  ziehe  man  durch 
den  Anfangspunkt  von  B  eine  Parallele  zu  P^  (bezw.  Po)  und  durch  den  End- 
punkt eine  Parallele  zu  Pg  (bezw.  Pj).  wodurch  die  Strecken  P^  und  Po  be- 
stimmt sind. 

Man  beachte,  daß  die  Pfeile  der  Seitenkräfte  auf  den  Pfeil  der  Mittelkraft 
zulaufen  müssen  (Abb.  ib). 

Fügt  man  zu  den  Kräften  I\  und  Pg  noch  eine  dritte  Kraft  m  d  hinzu 
(Abb.  la),  welche  der  Mittelkraft  mc  an  Größe  gleich,  aber  der  Richtung  nach 
entgegengesetzt  ist,  so  wird  dadurch  die  gemeinschaftliche  Wirkung  der  beiden 
Seitenkräfte  aufgehoben,  und  die  drei  Kräfte  Pj,  Pg  und  nid  sind  am 
Punkt  m  im  Gleichgewicht.  Da  md  =  mc  =  B,  aber  entgegengesetzt  ge- 
richtet ist,  so  stimmt  der  für  Pj,  P^  und  m- d  zu  zeichnende  Kräftezug  mit  dem 
in  Abb.  ib  dargestellten  überein;  es  ist  jedoch  darauf  zu  achten,  daß  nunmehr 
die  drei  im  Gleichgewicht  befindlichen  Kräfte  ein  Dreieck  mit  stetigem 
Umfahrungssinn  bilden  (Abb.  i  c).     Ihre  Mittelkraft  ist  gleich  Null. 

Man  nennt  das  in  Abb.  la  dargestellte  Parallelogramm  das  Kräfte- 
parallelogramm, während  die  Dreiecke  nach  Abb.  ib  und  ic  Kräfte- 
dreiecke heißen.  Der  Beweis  für  die  Richtigkeit  der  Bestimmung  der  Mittel- 
kraft als  Diagonale  des  Kräfteparallelogramms  kann  leicht  auf  experimentellem 
Wege  erbracht  werden.  Man  hänge  drei  Gewichtsstücke  A,  B  und  C  an  Fäden 
derart  auf.  daß  Ä  und  B  mit  Hilfe  von  Rollen  schief  nach  oben  auf  den  Punkt  m 
wirken  (Abb.  i  d).  Legt  man  ein  Blatt  Papier  an  die  Ebene  der  Fäden  und 
zeichnet  die  Winkel  ab,  trägt  dann  von  m  aus  zwei  Parallelogrammseiten  so 
ab.  daß  ihre  Längen  den  Gewichten  A  bezw.  B  proportional  sind,  so  wird  die 
Diagonale  ihrer  Größe  nach  dem  Gewicht  C  entsprechen  und  der  Richtung 
von  m  c  genau  entgegengesetzt  sein. 


2.   Zusammensetzung   mehrerer  an  demselben  Punkte  angreitender 

Kräfte  (Abb.  2). 

Man  vereinige    zunächst  P^  und  P2  nach  dem    unter  1   angegebenen  Ver- 
fahren   zu   der  Mittelkraft  Pj,  darauf  Pj  und  Pg  zu  B.,  und  schließlich  B.2  und 

P4  zu  ß  (Abb  2  a ).   Die  Strecken 
^ 


Bx  und  B.2  kann  man  auch  bei 
Zeichnung  des  Kräftezuges  fort- 
'^  lassen.  Es  genügt,  die  Kräfte  Pj 
'3  bis  Pi  nach  Größe,  Richtung  und 
Smn  aneinander  zu  reihen.  Die 
Mittelkraft  von  Pj.  P.,  P3  und  P4 
ist  sodann  die  Schlußlinie  ah 
des  Kräitezuges,  deren  Pfeilsinn 
dem  Sinn  der  Kräfte  Pj  bis  P4  entgegen  gelichtet  sein  muß.  Die  Reihenfolge 
der  Kräfte  P  ist  dabei  gleichgültig. 

Würde  in  demselben  Punkte  m  noch  eine  Kraft  P5  angreifen,  die  parallel 
und   gleich  B  ist  (Abb.  3),    so  hat  der  Kräftezug  (Abb.  3  a)   keine  Schlußlinie. 


Abb.  2. 


Abb.  2a. 


Die  Mittelkrau  der  Kräfte  Pj  bis  P5  ist  daher  gleich  Null.  Die  Kräfte  P  halten 
sich  dann  das  Gleichgewicht,  denn  die  Summe  ihrer  Seitenkräfte  nach  einer 
beliebigen  Richtung 
ist  gleich  Null  — 
eine  für  ebene  Kräfte- 
systeme       geltende 

Gleichgewichts- 
bedingung (Abb.  3a  I. 
In  diesem  Falle  ha- 
ben die  Kräfte  Peinen 
stetigen  Umfah- 
rungssinn.  .Abb.  3.  .Vbb.  3a. 


Abb.  4- 


Abb.  4  a 


3.  Zusammensetzung  von  Kräften  mit  beliebigem  Angriffspunkt 

(Abb.  4). 

Zerlegt  man  Pj  in  zwei  beliebig  gerichtete  Seitenkräfte  P,'  und  Pj", 
desgl.  Pj,  in  die  Seitenkräfte  Pg'  und  Po"  (Abb.  4a),  so  heben  sich  P,"  und  Pg" 
auf,  und  die  Mittelkraft  P  von 
Pj  und  P2  fällt  zusammen  mit 
der  Mittelkraft  von  P/  und  Pg', 
die  anderseits  durch  den 
Schnittpunkt  derSeitenkräftePj' 
und  P2'  gehen  muß  (Abb.  4). 
Da  die  Richtungen  von  P,' 
und  Pg'  ganz  beliebig  gewählt 
wurden,  so  ergibt  sich  folgende 
einfache  Konstruktion  zur  Be- 
stimmung der  Größe,  Rich- 
tung und  Lage  der  Mittelkraft  P  von  Pj  und  Pol 

Man  reihe  die  Kräfte  Pi  und  Pg  in  einem  beliebigen  Kräftemaflstab  nach 
Größe  und  Richtung  aneinander  und  bestimme  wie  unter  2  ihre  Mittelkraft  P. 
Alsdann    wähle    man    einen  »-v 

beliebigen  Pol  0  und 
zeichne  die  Polstrahlen  1. 
2  und  3  (Abb.  5  a).  Zu  diesen 
Polstrahlen  zeichne  man  dann 
die  parallelen  Seilstrahlen 
I,  II  und  III (Abb  5)  und  bringe 
den  ersten  und  letzten  Seil- 
strahl (I  und  III)  zum  Schnitt. 
Die  ,  Mittelkraft  P  muß  so- 
dann durch  diesen  Schnittpunkt  gehen,  und 
ermitteilen  Richtung  von  P. 

Der  in  Abb.  5a  gezeichnete  Kräftezug  heißt  das  Kräftepolygon,  während 
die  Seilstrahlen  I,  II  und  III  das  Seilpolygon  bilden. 
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Abb.  5. 
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Abb.  5  a. 
zwar  parallel  zu  der  in  Abb.  5  a 
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In  -^en   Abb.  6  u. 
von    schrägen    Kräften 


6  a    ist  die  Konstruktion    für 
P    durchgeführt,    in    den   Abb. 


Fl^F2 


Abb.  8. 


Abb.  8  b. 


eine    beliebige    Anzahl 
7   u.   ya    lür    parallele 
Kräfte. 
'-.^  Der  letztere  Fall 

"-.  ist  besonders  wichtig 

j~~rssS^:^C  ^ür  die  Schwerpunkts- 
-'"/  bestimmung  von  Flä- 
^  chen.  Gesucht  sei  z.B. 

die  Schwerpunktslage 
des  in  Abb.  8  darge- 
stellten Winkeleisen- 
querschnitts. Wir  zer- 
legen den  Querschnitt  in  zwei 
Rechtecke  und  fassen  deren 
Flächeninhalte  als  parallele 
Kräfte  auf,  die  einmal  in 
wagerechter,  dann  in  senk- 
rechter Richtung  wirken  (an 
Stelle  der  wagerechten  und 
senkrechten  Richtung  können 
auch  zwei  beliebige  andere 
Richtungen  gewählt  werden). 
Alsdann  bestimmen  wir  mit 
Hilfe  des  in  Abb.  7  ange- 
gebenen Verfahrens  für  beide 
Fälle  die  Lage  der  Mittel- 
kraft i^i  4-  i^2.  womit  die 
senkrechte  und  wagerechte 
Schwerlinie  des  Winkeleisen- 
querschnitts gefunden  ist. 
Beide  schneiden  sich  in  dessen 
Schwerpunkt  S. 


4.  Bestimmung  dreier,   nicht  durch   denselben  Punkt   gehender,   der   Lage 

nach  bekannter   Kräfte  Ti,  T^  und  T3,  welche  einer  gegebenen   Kraft  H 

das  Gleichgewicht  halten  (Abb.  9). 

Wir  denken  uns  zwei  von 
den  unbekannten  Kräften  T",  z.B. 
T^  und  Tg,  zu  einer  Mittelkraft  X 
vereinigt,  die  durch  den  Schnitt- 
punkt von  To  und  Tg  gehen  muß. 
Dann  müssen  sich  JS,  T^  und  7j 
das  Gleichgewicht  halten.  Drei 
Kräfte  können  aber  nur 
^bb- 9-  Abb.  9a.  dann       im       Gleichgewicht 


sein,  wenn  sie  sich  in  einem  Punkt  schneiden.  Dadurch  ist  die  Richtung 
der  Mittelkraft  L  bestimmt,  die  einerseits  durch  den  Schnittpunkt  von  Tg  und  T-^ 
gehen  und  sich  anderseits  mit  B  und  T^  in  demselben  Punkt  schneiden  muß. 
Nunmehr  wird  R  nach  den  Richtungen  von  L  und  T^  und  L  nach  den  Rich- 
tungen seiner  Seitenkräfte  Tg  und  T-^  zerlegt  (Abb.  9a).  Da  die  Kräfte  B,  Tj, 
T2  und  T5  sich  das  Gleichgewicht  halten  sollen,  müssen  sie  in  dem  Kräfte- 
polygon stetigen  Umfahrungssinn  haben. 

Die  eindeutige  Zerlegung  einer  Kraft  nach  mehr  als  drei  Richtungen,  die 
mit  ihr  in  derselben  Ebene  liegen,  ist  nicht  möglich.  Für  diese  Aufgabe  lassen 
sich  unendlich  viele  Lösungen  angeben. 


Abb.  10. 


Abb.  loa. 


5.  Bestimmung  des  statischen  Momentes  durch  das  Seilpolygon. 

Unter  dem  statischen  Moment  einer  Kraft  P  in  bezug  auf  einen  Dreh- 
punkt (Momentenpol)  m  versteht  man  das  Produkt  aus  P  und  seinem  winkel- 
rechten   Abstand  c   von  m    (Abb.  10),   d.  h.  ^p 

M=P<.  Man  pflegt  das  Moment  positiv 
anzunehmen,  wenn  es  oben  um  den 
Momentenpol,  und  negativ,  wenn  es  unten 
um  den  Momentenpol  herumdreht.  So  ist 
z  B.  nach  Abb.  10  M  =  -\-  P  •  c  und  nach  Abb.  10a  M=  — P'  •  c'. 

Mit  Hilfe   des  Seilpolygons  läßt  sich  nun  das  Moment  einer  Kraft  P  in 
bezug   auf   einen    Momentenpol  m    folgendermaßen    angeben:     Man   trage    die 
Kraft  P  in  irgend  einem  Maßstabe  nach  Größe  und  Richtung  auf,  wähle  einen 
beliebigen  PolO,zeichne 
die    Polstrahlen  1    und    2 
und    die    dazu    parallelen 
Seilstrahlen  I  und  II  (Ab- 
bild. 1 1  u.  1 1  a).   Zieht  man 
dann  durch  den  Momenten- 
pol m  eine  Parallele  zu  P  j^^^   ,,  Abb.  na. 
(Abb.  1 1  a)   und  bestimmt 

die  Strecke  b,    die    von    den   Seilstrahlen  I    und    II    auf   dieser  Parallelen    ab- 
geschnitten wird,    dann  ist  ^  OÄB  ^  ^  O'A' B',  und  in  den  beiden  ähnlichen 

TT 

Man  kann 


^-JT 


P         TT 

Dreiecken  muß  sich  verhalten  -5-= — , 

b         c  ' 


mithin  P  ■  c  =  H  ■  b  =^  M. 


daher  folgenden  Satz  aussprechen: 

Das  statische  Moment  einer  Kraft  P  in  bezug  auf  einen 
Momentenpol  m  ist  gleich  dem  Produkt  aus  dem  Abstand  des 
Poles  O  von  der  Kraft  P  im  Kräftepolygon  (Polweite)  und  der- 
jenigen  Strecke,  welche  durch  die  beiden  sich  auf  P  schneidenden 
Strahlen  des  Seilpolygons  von  der  durch  den  Momentenpol  w  zu  P 
gezogenen  parallelen  Linie  abgeschnitten  wird. 

In  derselben  Weise  hat  man  zu  verfahren,  wenn  es  sich  um  die  Be- 
stimmung des  statischen  Momentes  von  mehreren  in  derselben  Ebene  liegenden 


Abb.  12 


Abb.  12  a. 


Kräften  P  in  bezug  aut 
einen  Monientenpol  m  handelt 
(Abb.  12  u.  1.2  a).  Man  be- 
stimmt zunächst,  wie  unter  3 
angegeben,  die  Mittelkraft  i? 
der  Kräfte  F  und  findet  dann 
durch  sinngemäße  Anwen- 
dung des  für  eine  Kraft  P 
hergeleiteten  Verfahrens  für 
das  Moment  der  Mittelkraft  J? 
in  bezug  auf  den  Punkt  m 
M=Hh. 


6.  Zerlegung  einer  Kraft  jP  in  zwei  parallele  Seitenkräfte. 

Man  verbinde    die  drei  Kräfte    durch   ein    beliebiges  Seilpolygon    mit 
den   Seiten  I,  II  und  III   (Abb.  13  a)   und   zeichne  durch   die  Endpunkte  von  P 

Parallele  zu  I  und  II, 

deren     Schnittpunkt 

den    Pol   0    bilden 

(Abb.  13).  Die  durch 

0  zum  Seilstrahl  Ii[ 

gezogene     Parallele 

schneidet  dann   von 

P  die  Seitenkräfte  P 

und  P"   ab. 

Zum  Beweise  vereinige  man  P'  und  P"    zu  einer  Mittelkraft.     Nach  dem 

unter  5  abgeleiteten  Verfahren    ist  diese  =  P  -^  P"  =  P  und    geht    durch    den 

Schnittp'unkt  der  äußersten  Seilstrahlen  I  und  II. 


Abb.  13 


7.   Bestimmung  zweier  der  Lage  nach  gegebener  Kräfte  A  und  J^,  welche 
den    ihnen    parallelen    Kräften  J\,  JP^  und  P3    das  Gleichgewicht    halten 

(Abb.  14). 

Ist  z,  B.  ein  Balken  auf  zwei  Stützen  mit  den  senkrechten  Kräften  Pj,   P^ 
und  Pg    belastet,    so    rufen    diese    Lasten    die    senkrechten    Auflagerdrücke  A 

und  B  hervor,    die    den 
r^^  Kräften    P,,    Pg   und   Pj 

das  Gleichgewicht  halten 
^  müssen.  Man  bestimmt 
nun  zunächst  nach  dem 
unter  5  angegebenen  Ver- 
fahren die  Größe  und 
Lage  der  Mittelkraft  P, 
indem  man  die  Kräfte  Pj,  Po  und  Pj  aneinander  reiht,  einen  beliebigen  Pol  >> 
wählt  und  ein  Seilpolygon  zeichnet.  Durch  den  Schnittpunkt  der  äußersten 
Seilstrahlen  I  und  IV   muß   dann    die  Mittelkraft  R  gehen.     Nunmehr   wird  R 


fl 
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4. 

a 

1 
1 

1!               ü 

Abb.  14  a. 


wie  unter  6  in  die  Seitenkräfte  Ä  und  B  zerlegt,  indem  man  die  äußersten  Seil 
strahlen  I  und  IV  mit  Ä  und  B  in  a  und  h  zum  Schnitt  bringt,  die  Schluß- 
linie s  =  ab  zeichnet  und  durch  den  Pol  0  des  Kräftepolygons  eine  Parallele 
zu  s  zeichnet,  die  dann  von  der  Mittelkraft  B  die  Seitenkräfte  A  und  B  abschneidet. 

8.    Bestimmung  des  Biegungsmoments  für  den  Punkt  in  eines  mit  senk- 
rechten  Kräften  J*  belasteten  Balkens  auf  zwei  Stützen  (Abb.  15).' 

Man  versteht  unter  dem  Biegungsmoment  für  den  Punkt  )ii  eines  Balkens 
die  Summe  der  statischen  Momente  aller  links  oder  rechts  von  m  wirkenden 
äußeren  Kräfte.  Als  positive  Momente  gelten  die  oben  um  den  Punkt  tu 
herumdrehenden  Momente..    Daher  ist  entweder 

oder  M,a^=^-\-B'X'r,i  — P>-hni  —  l*.',- v,n. 

Man  berechnet  zweclonäßig  das  Moment  von  der  Seite  aus,  an  der  die 
wenigsten  Kräfte  wirken,  also  nach  Abb.  15  von  der  linken  Seite  aus,  als 
Summe  der  statischen  Momente  der  Kräfte  J  und  P, . 


Abb.  IS 


Die  Mittelkraft  von  A  und  P^  ist  11  =  A—  F^^.  Den  Auflagerdruck  A 
findet  man  zunächst  nach  7  mit  Hilfe  eines  mit  beliebiger  Polweite  gezeichneten 
Seilpolygons.  Die  durch  den  Pol  0  zur  Schlußlinie  .s  gezogene  Parall,ele 
schneidet  von  der  Mittelkraft  der  Kräfte  Pj,  Pg  und  P3  die  Auflagerdrücke  A 
und  B  ab.  Ferner  muß  die  Mittelkraft  B  von  A  und  Pi  nach  3  durch  den 
Schnittpunkt  der  äußersten  Seilstrahlen  des  zu  den  Kräften  A  und  Pj  gezeicl}- 
neten  Seilpolygons  gehen.  Zu  den  Kräften  A  und  P^  gehören  die  Polstrahlen  s, 
1  und  2  (Abb.  15a)  und  die  dazu  parallelen  Seilstrahlen  s,  1  und  2  ''Abb.  15). 
Mithin  muß  B  durch  den  Schnittpunkt  der  Seilstrahlen  s  und  2  gehen.  Da  nun 
das  statische  Moment  der  Seitenkräfte  A  und  Pj  gleich  dem  statischen  Moment 
ihrer  Mittelkraft  B  sein  muß,  so  ist 

ü  •  §  -—  ^  .  a;,„  —  Pj  •  rt„,  —  M,„  . 
In  den  ähnlichen  Dreiecken  Oab  und  Oa'h'  muß  sich  verhalten 

11  § 

Das  Biegungsmoment  für  den  Punkt  iii  eines  einfachen  Balkens 
ist  daher  das  Produkt  aus  der  Polweite  des  Kräftepolygons  und 
der  auf  die  Schlußlinie  s  bezogenen  Ordinate  ijm   des  Seilpolygons. 
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9.    Die  Kräftepläne  Cremonas. 

Führt  man  einen  Schnitt  um  einen  Knotenpunkt  eines  unter  der  Ein- 
wirkung äußerer  Kräfte  im  Gleichgewicht  befindlichen  Fachwerks  und  ersetzt 
die  vom  Schnitt  getroffenen  Stäbe  durch  ihre  Spannkräfte,  so  müssen  die  an 
dem  abgetrennten  Knoten  wirkenden  Kräfte  nach  wie  vor  miteinander  im 
Gleichgewicht  sein,  sich  also  zu  einem  geschlossenen  Polygon  mit  stetigem 
Umfahrungssinn  zusammensetzen  lassen.  Sind  dann  nur  zwei  von  den  an  dem 
Knotenpunkt  wirkenden  Kräften  unbekannt,  so  kann  man  die  übrigen  bekannten 
Kräfte  zu  einer  Mittelkraft  vereinigen  und  nach  den  Richtungen  der  beiden 
unbekannten  Kräfte  zerlegen,  womit  diese  bestimmt  sind.  Die  Reihenfolge  der 
aneinander  zu  setzenden  Kräfte  ist  dabei  gleichgültig.  Jedoch  empfiehlt  es 
sich  zwecks  Erzielung  eines  möglichst  einfachen  Kräfteplans,  die  an  einem 
Knotenpunkt  angreifenden  Kräfte  stets  in  der  Reihenfolge  aneinander  zu  reihen, 
in  der  man  ihnen  bei  Umkreisung  des  Knotenpunkts  im  Uhrzeigersinn  be- 
gegnet. Hierbei  sind  die  äußeren  Kräfte  immer  außerhalb  der  Gurtungen 
wirkend  zu  denken  (wie  in  Abb.  17). 

Sind  z.  B.  (vergl.  Abb.  16)  an  einem  Knotenpunkt  die  Kräfte  <S'j,  S^  und  P 
bekannt,    so    reihen    wir    zunächst    die   Kräfte  Si,  S.2   und   P  nach   Größe  und 

Richtung  aneinander,  wodurch  ihre 
Mittelkraft  R  als  Schlußlinie  des 
Krättezuges  bekannt  ist  und  zerlegen 
dann  R  nach  den  Richtungen  von  S^ 
und  Si-  Die  Reihenfolge  der  Kräfte 
in  dem  Kräftepolygon  ist  dabei  so 
zu  wählen,  wie  sie  durch  den  von 
der  ersten  gegebenen  Kraft  S^  aus  um  den  Knotenpunkt  geführten  Schnitt 
vorgezeichnet  ist.  Die  Kräfte  sind  also  in  der  Reihenfolge  5',,  >%,  P,  S-. 
und  S4  aneinander  zu  setzen,  wobei  die  Pfeile  so  anzuordnen  sind,  daß  ein 
stetiger  Umfahrungssinn  entsteht.  In  Abb.  16  ist  angenommen,  daß  Sj  eine  Zug- 
kraft, 8-2  eine  Druckkraft  ist.  Die  Pfeile  der  Zugkräfte  müssen  dann  vom  Knoten- 
punkt fort,  die  Pfeile  der  Druckkräfte  auf  den  Knotenpunkt  zu  gerichtet  sein. 
Überträgt  man  die  in  Abb.  16  a  gefundenen  Pfeile  auf  den  abgetrennten  Knoten, 
so  ergeben  sich  S^  und  S^  als  Druckkräfte,  weil  beide  auf  den  Knotenpunkt  zu 
wirken.  Es  empfiehlt  sich,  um  einen  möglichst  übersichtlichen  Kräfteplan  zu 
erhalten,  die  Mittelkraft  R  aus  dem  Kräftepolygon  fortzulassen,  da  sie  über- 
flüssig ist. 

Nach  diesen  Regeln  ist  der  in  Abb.  17  a  dargestellte  Kräfteplan  für 
den  Dachbinder  in  Abb.  17  entstanden,  der  nachstehend  kurz  erläutert 
werden  möge. 

Wir  führen  zunächst  einen  Schnitt  um   den  Knotenpunkt  a,   an   dem   die 

gegebenen  Kräfte  A=3Pund  -     den  Stabkräften  i  und  2   das   Gleichgewicht 
halten    müssen.     Wir    legen    daher    durch    den  Anfangspunkt    der    nach    oben 

wirkenden   Kraft  .4  —        eine  Parallele  zu  2,  durch  den  Endpunkt  eine  Parallele 
2 


Abb.  16. 


Abb.  i6a. 
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zu  1.     Dann  bilden   die  Kräfte  A 


,  1  und  2   einen  Kräftezug,   dessen  Um- 


fahrungssinn  ein  stetiger  sein  muß,  weil  die  Kräfte  sich  das  Gleichgewicht 
halten.  Überträgt  man  dann  die  Pfeilrichtungen  der  Kräfte  i  und  2  auf  den 
abgetrennten  Knoten  a,  so  findet  man,  daß  i  auf  den  Knoten  zu,  2  vom  Knoten 
fort  wirkt,  i  ist  daher  eine  Druckkraft,  2  eine  Zugkraft.  Nunmehr  denken 
wir  uns  den  Knoten  h  herausgeschnitten.  An  diesem  müssen  sich  die  ge- 
gebenen  Kräfte  1    und  P   mit 


Abb.  17. 


den  Kräften  3  und  4  das  Gleich- 
gewicht halten.  An  demKnotena 
hatten  wir  festgestellt,  daß  1 
eine  Druckkraft    ist,    weil    ihre 


Abb.  17a. 


Pfeilrichtung  auf  den 
Knoten  a  zuweist. 
An  dem  Knoten  h 
muß  daher  der  Pleil 
von  1  ebenfalls  aut 
den  Knoten  b  hin- 
weisen. Dann  kann 
man  1  und  P  zu 
einer  Mittelkraft  ver- 
einigen, die  gleich  der  Schlußlinie  des  Kräftezuges  von  1  und  P  ist  und  in 
dem  Kräfteplan,  weil  überflüssig,  nicht  gezeichnet  wurde.  Durch  den  An- 
fangspunkt des  Kräftezuges  legen  wir  dann  eine  Parallele  zu  4,  durch  den  End- 
punkt eine  Parallele  zu  3  und  bestimmen  die  Pfeilrichtungen  der  vier  Kräfte 
derart,  daß  der  Umfahrungssinn  ein  stetiger  ist.  Überträgt  man  die  Pfeil- 
richtungen der  Kräfte  3  und  4  aut  den  abgetrennten  Knoten  b,  so  erkennt  man,  dafl 
beide  Kräfte  auf  den  Knoten  zu  wirken,  also  Druckkräfte  sind.  In  derselben 
Weise  verfahre  man  dann  noch  an  den  Knotenpunkten  c,  d  und  e.  Wegen  der 
Symmetrie  braucht  die  andere  Hälfte  des  Kräfteplans  nicht  gezeichnet  zu  werden. 

Krälteplan   für   den  in   Abb.  18   dargestellten   Hallenbinder. 

Der  untere  Teil  des  Binders  sei  vollwandig,  der  obere  fach  werkartig. . 
Hier  liegen  die  Verhältnisse  insofern  anders  wie  bei  dem  Dachbinder  nach 
Abb.  17,  als  an  dem  Auflagerknotenpunkt  keine  Stäbe  vorhanden  sind,  die 
sich  mit  der  Auflagerkraft  in  einem  Punkt  schneiden,  so  daß  der  Kräfteplan 
nicht  mehr  mit  der  Zerlegung  einer  gegebenen  Kraft  nach  zwei  Richtungen 
begonnen  werden  kann.    Wir  verfahren  daher  folgendermaßen: 

Durch  den  Schnitt  f  —  t,  der  die  Stäbe  1,  2  und  3  trifft,  zerlegen  wir  das 
System    in    zwei  Teile.     Denken   wir    uns    die  vom  Schnitt    getroffenen    Stäbe 
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durch    ihre  Spannkräfte    ersetzt,   so  muß  jeder  Teil  für  sich  im  Gleichgewicht 
sein.     Wir  untersuchen  nun  den  Gleichgewichtszustand  des  links  abgetrennten 


Teils,  an  dem  sich  die  gegebene  Auflagerkraft  Ä=  -    F,     ferner 


die     unbe- 


kannten Stabkräfte  i,  2  und  3  das  Gleichgewicht  halten  müssen.  Wir  haben 
daher  die  Aufgabe  zu  lösen,  eine  gegebene  Kraft  nach  drei  gegebenen  Richtungen 
zu  verlegen,  eine  Aufgabe,  die  bereits  unter  4  auf  Seite  4  behandelt  wurde. 
Denken  wir  uns  die  Kräfte  1  und  2  zu  einer  Mittelkraft  L  vereinigt,  die  durch 
den  Schnittpunkt  von  1  und  2  gehen  muß,  so  sind  nur  noch  drei  Kräfte  vor- 
handen, nämlich  A,  L  und  3.  Da  diese  Kräfte  miteinander  im  Gleichgewicht 
sind,  so  müssen  sie  sich  in  einem  Punkte  schneiden.  Die  Mittelkraft  L  muß 
also  sowohl  durch  den  Schnittpunkt  ihrer  Seitenkräfte  1  und  2  als  auch  durch 
den  Schnittpunkt  von  A  und  3  gehen,  wodurch  die  Richtung  von  L  bestimmt 


ist.  Nunmehr  zerlegen  wir  A  nach  den  Richtungen  von  L  und  3  und  darauf  L 
nach  den  Richtungen  der  Seitenkräfte  1  und  2.  Der  Umfahrungssinn  der  vier 
Kräfte  A,  \,  2  und  3  muß  ein  stetiger  sein,  weil  diese  Kräfte  sich  das  Gleich- 
gewicht halten.  Überträgt  man  die  Pieilrichtungen  der  Kräfte  1,  2  und  3  auf 
den  links  abgetrennten  Teil,  dessen  Gleichgewichtszustand  der  Berechnung  der 
Kräfte  zugrunde  gelegt  wurde,  so  erkennt  man.  daß  i  und  3  auf  den  ab- 
getrennten Teil  zu,  2  von  ihm  fort  wirken,  daß  also  1  und  3  Druckkräfte  sind, 
während  2  eine  Zugkraft  ist. 

Nunmehr  wird  der  Knoten  a  herausgeschnitten.  Die  an  ihm  wirkenden 
Kräfte  3,  2,  4  und  5  werden  dann  zu  einem  Kräftezuge  mit  stetigem  Umfahrungs- 
sinn zusammengesetzt,  wobei  darauf  zu  achten  ist,  daß  die  Pfeile  der  Kräfte  3 
und  2  als  Druck-  bezw.  Zugpfeile  in  bezug  auf  den  Knoten  a  anzubringen  sind. 
Der  Pfeilsinn  von  3  muß  also  auf  den  Knoten  zu,  derjenige  von  2  von  dem 
Knoten  fort  wirken.  Überträgt  man  die  für  4  und  5  gefundenen  Pfeile  auf 
den  abgetrennten  Knoten  a,  so  findet  man,  daß  beide  Kräfte  Druckkräfte  sind, 
weil  beide  Pfeile  auf  den  Knoten  zu  wirken. 
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Trennt  man  dann  den  Knoten  b  heraus,  so  erkennt  man,  daß  sich  an 
diesem  Knoten  die  Kräfte  4,  i,  P,  6  und  7  das  Gleichgewicht  halten,  also  einen 
Krältezug  mit  stetigem  Umfahrungssinn  bilden  müssen.  Die  Pfeile  von  4  und  1 
müssen  dabei  als  Druckpfeile  auf  den  Knoten  h  zu  wirkend  angenommen 
werden.  Aus  dem  Kräftezug  ergibt  sich  dann,  daß  der  Pfeil  von  6"  auf  den 
Knoten  zu,  derjenige  von  7  vom  Knoten  fort  wirkt,  daß  also  6  eine  Druckkraft. 
7  eine  Zugkraft  ist. 

In  dieser  Weise  fährt  man  dann  der  Reihe  nach  an  den  Knoten  c,  d,  e, 
f  und  g  Aveiter  fort.  Wegen  der  Symmetrie  braucht  der  Plan  nur  für  die 
eine  Systemhälfte  durchgeführt  zu  werden. 


II.  Abschnitt. 

Die  Spannungstheorie. 


§  2.    Die  Querschnittsmomente  2.  Ordnung. 

Gegeben  sei  ein  Querschnitt  vom  Flächeninhalt  F  und  dessen  Schwer- 
punkt S  (Abb.  19).  Irgend  ein  Flächenelement  df  sei  bezogen  auf  das  Achsen- 
system X—Y.  Man  nennt  dann  fy'^-'lf  das  Trägheitsmoment  des  Quer- 
schnitts in  bezug  auf  die  A'-Achse.  f x'^  -df  heißtt  das  Trägheitsmoment  des 
Querschnitts  in  bezug  auf  die  Y-Achse.  Endlich  ist  fx-y-df  das  Zentri- 
fugalmoment des  Querschnitts  in  bezug  auf  das  Achsensystem  X — Y. 

Stehen    die 


.Yund 

dieY 

-Achse 

lechtwinkli 

g     zu- 

einand 

er. 

so    ist 

sinngemäß 

J.= 

-k- 

..//• 

J,^ 

-.(.' 

■df 

und 

Abb.  ig. 


Abb.  iqa. 


(Abb.  19a). 
Jx  und  Jy  heißen    die    äquatorialen    Trägheitsmomente    im    Gegensatz 
zu  dem  polaren  Trägheitsmoment,    das  durch  den  Ausdruck  Jp=^jr^'  •  df  de- 
finiert und  auf  die  durch  0  gehende,   auf  dem  Querschnitt  senkrecht  stehende 
Achse  bezogen  ist.     Da  r^  =  x^ -\- y'^, 
so  ist 

,  J,  =J(:r^  +  ^'^)  df^.jx'.df+jy'  ■  df^  Jy  +  J,. 

Das  polare  Trägheitsmoment  ist  daher  gleich  der  Summe  der 
beiden  äquatorialen,  wenn  diese  auf  zwei  zueinander  senkrecht 
gerichtete  Achsen  bezogen  sind. 

Da  diese  Ausdrücke  die  statischen  Momente  2.  Ordnung  von  Flächen 
darstellen,  so  nennt  man  sie  auch  Querschnittsmomente  2.  Ordnung. 
Ihre  Dimension  ist  m^  •  m'^  bezw.  m  •  m  ■  m^,  d.  h,  mS 
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Derartige  Ausdrücke  werden  bei  statischen  Untersuchungen  von  Bau- 
konstruktionen oft  wiederkehren  und  sollen  deshalb  für  die  am  häufigsten 
A'orkommenden  Querschnitte  berechnet  werden. 

Nachstehende  Hilfssätze  werden  die  Berechnung  in  vielen  Fällen  erleichtern ; 

1.  Trennt  man  vom  Gesamtquerschnitt  F  den  Teil  F^  ab  und  verschiebt 
ihn  parallel  zu  der  Achse,  für  welche  das  Trägheitsmoment  des  Querschnitts 
berechnet  werden   soll    (Abb.  20), 
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tA 


•>/ 


Abb.  20. 


so  ist  nach  dem  Gesetz  von  der 
Summierung  der  Einzel  Wir- 
kungen das  Trägheitsmoment  des 
ganzen  Querschnitts  F  gleich  der 
Summe  der  Trägheitsmomente  der 
Teilquerschnitte  F^  und  Fo.  Die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  ist  leicht  ein- 
zusehen; denn  das  Trägheitsmoment  des  ganzen  Querschnitts  in  bezug  auf  die 
A^-Achse  ist  gleich  Jif  •  df,  und  die  Abstände  tj  der  einzelnen  Flächenelemente 
des  verschobenen  Querschnittteils  von  der  A'-Achse  haben  durch  die  Parallel- 
verschiebung keinerlei  Änderung  erfahren.     Man  kann  daher  setzen 

X  X  '  X 

Ebenso    gilt    natürlich    mit  bezug 
auf  Abb.  21  die  Gleichung 

JF,  +  F,  —  JF  __  JF 

X  X  X    ' 

wenn  F=  1\  -f-  F.  -j-  F,,  ist. 

3.  Gegeben  sei  das  Trägheitsmoment  Jx  in  bezug  auf  die  durch  den 
Schwerpunkt  S  gehende  A-Achse,  gesucht  sei  /^i  in  bezug  auf  die  im  Abstand  a 
parallel  zur  A-Achse  verlaufende  Aj -Achse  (Abb.  22). 

Gemäß  der  Definition  des  Trägheitsmoments  ist 

Jx.^^yx'-df^jiy-^aydf 
{if^  -f-  2  a  •  //  -j-  a"^)  df 


\-->x 


Abb.  21. 


=1 


Abb.  2; 


Hierin  ist /'^/  •  df  das  statische  Moment  des  Querschnitts  in  bezug  auf  die 
A-Achse;  denn  da  df-y  das  statische  Moment  eines  Flächenelements  df  in 
bezug  auf  diese  Achse  ist,  so  ist  fdf-y  das  statische  Moment  aller  der  unendlich 
vielen  Flächenmomente  df,  d.  h.  das  statische  Moment  des  ganzen  Querschnitts 
in  bezug  auf  die  A-Achse.  Da  diese  aber  nach  Voraussetzung  Schwerachse 
und  das  statische  Moment  eines  Querschnitts  in  bezug  auf  seine  eigene  Schwer- 
achse gleich  Null  ist,   so  folgt  fy  •  df^^  o. 

Ferner  ist  Jdf=  F  Mnä  fy^  ■  df=  Jx.     Somit  ergibt  sich 

Eine  ähnliche  Beziehung  läßt  sich  auch  für  das  Zentrifugalmoment  her- 
leiten (Abb.  23). 


u 


Für  das  dem  Schwerachsensystem  A'—>' parallele  Achsensystem  X^  —  1^  ist 

Mit  Xx=x  +  h  und  yi  =  y-{-a  erhält  man 

=  j{x-y-\-h-y-\-a-  .>•  +  a  ■  h)  df. 

=zjx-y-df-^hjy-df 
-\-  aj  X  •  df  -]-  a  -b  j  df. 

Hierin  ist  Ja;  •  y  ■  df~  Zxij  und  fdf=  F.  jy  •  df  und  Jx  ■  df  sind  die  stati- 
schen Momente  des  Querschnitts  in  bezug  auf  die  X-  bezw.  F-Achse.  Da  diese 
Achsen  nach  Voraussetzung  Schwerachsen  sind  und  das  statische  Moment 
einer  Fläche  in  bezug  auf  eine  Schwerachse  gleich  Null  ist,  so  werden 
jy  ■  df  und  Jx  •  df  gleich  Null.     Demgemäß  erhält  man  die  Gleichung 


Abb.  2;. 


3.    Das  Zentrifugalmotnent  eines  Querschnitts  in  bezug  auf  ein 
Symmetrieachsensystem  ist  gleich  Null. 

Ein  Symmetrieachsensystem  besteht  aus  zwei  Achsen,  von  denen  min- 
destens eine  derart  gerichtet  sein  muß,  daß  jede  Parallele  zu  ihr  durch  die 
andere  Achse  (Symmetrieachse)  und  die  Umhüllungslinie  des  Querschnitts 
in  zwei  gleiche  Teile  zerlegt  wird. 

Man  unterscheidet  gerade  (Abb,  24)  und  schiefe  Symmetrie  (Abb.  25),  je 


'^y 


^■   -5 


+  y 


Abb.  24. 


Abb.  25. 


Abb.  20. 


nachdem  die  beiden  Achsen  einen  rechten  oder  einen  spitzen  Winkel  mitein- 
ander einschließen. 

Der  Beweis  für  die  unter  3  aufgestellte  Behauptung  möge  am  recht- 
eckigen Querschnitt  gezeigt  werden  (Abb.  26): 

Zwei  symmetrisch  gelegene  Flächenelemente  df  haben  die  Koordinaten  +  je-, 
+  y  bezw.  —  x,  +  y;  der  Beitrag  dieser  Flächenelemente  zum  Zentrifugal- 
moment ist  daher 

dZ^y  =  (-f  x) .  (+  y)  df-\-  (-  x) .  (+  y)  df=  o. 
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Mithin  ist 


Z.r,,=  j(lZ.,,,  =  0. 


Das  gleiche  gilt,  wie  leicht  einzusehen  ist,  auch  für  den  schief  symmetrischen 
Querschnitt  (Abb.  25). 

Bemerkenswert  ist,  daß  es  zum  Verschwinden  des  Zentrifugalmoments 
genügt,  wenn  nur  eine  Achse  des  Symmetrieachsensystems  eine  Symmetrie- 
achse ist. 

Zwei  derartige  Achsen,  für  welche  das  Zentrifugalmoment  gleich  Null 
ist  heißen  konjugierte,  d.  h.  einander  zugeordnete  Achsen. 

Bezüglich  des  Vorzeichens  der  Querschnittsmomente  2.  Ordnung  ist  noch 
zu  bemerken,  daß  die  Trägheitsmomente-  als  quadratische  Ausdrücke  nui 
positiv,  die  Zentrifugalmomente  jedoch  auch  negativ  werden  können. 


Beispiele. 

a)   Der  rechteckige  Querschnitt  (Abb.  27). 

Wir  schneiden  ein  unendlich  kleines  Flächenelement  vom  Flächeninhalt 
df=^h-dy  im  lotrechten  Abstand  y  von  der  X-Achse  aus  dem  Querschnitt 
heraus  und  erhalten 


J,  —\if-  elf—  jy^-b-(hj  =  bjy^-dy  —  2 hjy'^ •  dy 

0 


2b 


m:=3-(iy- 


12 


Sinngemäß  wird 


J,= 


12 


TTTTTTTTTI 


■y^  [ 


2 


", 


Abb.  27. 


Zxy=^o,  weil  das  Achsensystem  X — Y  ein  Symmetrieachsensystem  ist. 
Ferner  ist  nach  dem  unter  2  angegebenen  Satz 


Entsprechend  wird 


\2     •    4 


'Ju.  -     3 


b)   Der  Kreisquerschnitt  (Abb.  281. 

Jx  =J  y^  ^f—j  y^-^^-  dy. 

Setzt  man  y  =  r  sin  ((,  also  dy  =  r  •  cos  g)dq)  und  x  =  r  cos  q),  so  wird 

tTx=^  2  '  r*  l  sin^  q)  cos^  (p  d(f. 

Da  sin  2(p=^  2  sin  (p  cos  (f  und  sin  (p  •  cos  y  =  —  •  sin  2  (f,  so  ist 
e/j-i^  2r*  /  I  — sin^  2(p\  d(f  =  —  /  sin^  2(p-d(p. 
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Setzt  man  2Cf  —  n,  also  d-(p  = ,  so  wird 


Ja-  r=  —  /  sin^  n  •  dn. 
4  J 


Zur  Berechnung  von   /"sin*  n  •  dn  setze  man 

cos^  n  -\-  sin^  w  z=.  i 


cos'^  71  —  sm'^  n  =::  cos  2  w 


+ 


2  sin^  w  =  I  —  cos  2  w 

sin^ »?  3=  —  (i  —  cos  2n). 
2  ^  ^ 


^^-- 

Y 

1  \ 

yMIIIIIIIIIMMIIIIIIIIII 

IIIIIIIIIIIIIIIIIHIIlli' 

/ — ' 

^  ^ 

1 

j/^ 

IT    \ 

(^'^ 

1          \ 

s 

<r 

X 

Abb.  28. 


Abb.  28  a. 


Mithin  ist 


JJr  =  —  /  —  (i  —  cos  211)  (hi=:-^  /  (I  —  COS  2n)-dn 

=  ^  I    i  dn  —  I  cos  2  71 '  dn\  ^=  „  In  —  /  cos  2  w  •  c?n  | 


Setzt  man  2ti  =  v,  n^  — ,  aw  = dt;  so  wird 

2  '-  2         ' 


cos  f  ■  dv  =  —  -sin  r  =^  —  sin  2  n. 

2  2 


I  cos  2  W  .  (^W  =:  —  IC 

Mit  w  =  2  y  erhält  man  daher 

^        r*r  I      .  1"^T  /•*  r  I       .         -IT 

"^  ~  ^r  ^  ~  ^ "  ^^"  "^  ^      _  =  2  •  —    2  y  —  —  •  sm  4  9) 

~  Y 

r*  r       TT         I       .  Tri        r*  r  i       .  T 

=:  —    2 —  sin  4  •  —  h=  —  \^ sm  2  TT 

4[2         2  ^2j4[  2  J 


Da  sin  2  7r=o  ist,  so  wird 

Zxy  ist  wieder  gleich  Null,  weil   die  Achsen  X  und  Y  Symmetrieachsen  sind. 
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Für  die  der  XAchse  parallele  Achse  A',  erhält  man  nach  dem  unter  z  an- 
gegebenen Satz 


,;-4  5 

(-  >-2  •  ;r  •  r2  ^z-rn'V^. 


4       ■  4 

Einfacher  lassen  sich  Jx  und  Jy  mit  Hilfe  der  zwischen  dem  polaren 
und  den  beiden  äquatorialen  Trägheitsmomenten  bestehenden  Beziehung  er- 
rechnen.    Nach  Seite  12  ist  J^  =  Jx-\-Jy- 

Jp  ist  das  polare  Trägheitsmoment  des  Kreises  in  bezug  auf  die  durch  <S^ 
gehende,  senkrecht  auf  der  Kreisfläche  stehende  Achse. 

Schneidet  man  aus  dem  Kreise  ein  Flächenelement  äf  von  Kreisringform 

heraus  (Abb.  28  a),  so  ist 

r  r  r  r*       ---''•* 

Jp—  \y'^-  äf—  j  y^  ■  2  n  -y  •  dy  —  2  nj  y^  ■  dy  —  2  n '  —  = 


n-r 
2 


J^  =z  Jy  und  Jp=zJ^-\-Jy- 
n  •  /•* 

=  2J, 

Jp            2            n-r^ 

=.J,, 

'^'•22               4 

Da  nun 
ist,  so  folgt 


Man  vermeidet  auf  diese  Weise  die  immerhin  etwas  umständliche  Berechnung 
des  in  der  ersten  Lösung  auftretenden 

I  sin 2  2  (f  •  d  •  (p. 

c)   Der  Kreisring-querschiiitt  (Abb.  29). 
Nach  dem  unter  1  angegebenen  Satz  er- 
gibt sich  sofort 

J..  =  '"^' -""-''' =.''-{R^-r% 

—  4  4  4 


Setzt  man  E=        und  r  =  — ,  so  wird 

2  2 


J.r  =  -^{D'-d*)  =  J, 


^Xi 


Abb.  29. 


d)   Der  dreieckige  Querschuitt  (Abb.  30). 
Gesucht  sei  Jx.    Da  die  X-Achse  keine    Symmetrieachse    ist,    berechnet 
man    zweckmäßig    zunächst    Jx,    und     bestimmt    dann    das    gesuchte   Jr    mit 
Hilfe  der  unter  2  angegebenen  Gleichung 

Jx=J.-^[j-hyt. 

Hierin  ist 

Jx,  —j  1/  •  df—j  y^'X'  dy. 
Ferner  besteht  die  Proportion 

Kirchhof  f.  Statik.  I. 


Abb.  30. 
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und 


J. 


i-th 


.=T>-^+ira; 


4 


Unter  Einsetzung  dieses  Wertes  in  die  Gleichung 

j,^  =  j:,  +  (|.ä)V 


erhält  man 


woraus 


4  ^9  2 

J-.  z= -b  •  ¥ 

—  4  9 


36 


-^=^+(1)^-=^  + 


9 


2 


12 


Zx;y  =  o,    weil  die  F- Achse  Symmetrieachse  ist  (siehe  unter  3) 


♦  K 


'V/////^A 


h      7i 


7       S 


e)  Der  I-Querschnitt  (Abb.  31). 
Der  Querschnitt  setzt  sich  zusammen  aus  den  beiden 
Flanschquerschnitten    und    dem    Stegquerschnitt.      Dem- 
gemäß wird 

12 


'/r  = 


12 


12 


=  ^[h{h'-K')-\-d.\% 


^////;'/y/////A 


Abb.  31. 


hh  A?  \ 


Z^y   —   O. 


f)  Der  genietete  Träg-erquersohnitt  (Abb.  32). 
Man  findet  wie  beim  I-Querschnitt 

2 

'    '  "    _    I 
~~  12 


j; 


Abb.  32. 


V       12  12       J""     V       12  12       y 

Entsprechend  findet  man  Jy. 

Handelt  es  sich  um  einen  auf  Bjegung  beanspruchten 
Querschnitt,  so  sind  die  Nietdurchmesser  der  in  einem 
senkrechten  Schnitt  sitzenden  Niete  von  den  Breiten  \  und  h^ 
in  Abzug  zu  bringen. 

Z^y  —  O. 


g)  Der  C-Querschnitt  (Abb.  33). 
Der  Querschnitt  kann   als  die  Differenz  zweier  Rechteckquerschnitte  von 
den  Flächeninhalten  b^  ■ /«,  und  b^-Jh  autgefaßt  werden.    Der  Schwerpunkt  muß 
auf  der  Z-Achse  liegen,   weil   diese  Symmetrieachse  ist.     Seinen  Abstand  von 
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der  i'i-Achse  findet  man  mit  Hilfe  der  JVIomentengleichung:  „Das  statische 
Moment  des  ganzen  Querschnitts  in  bezug  auf  die  Fj-Achse  ist  gleich  der 
Differenz  der  statischen  Momente  der  Teilquerschnitte."  Die  Flächeninhalte  der 
Querschnitte  werden  dabei  als  in  ihren  Schwerpunkten  wirkende  Kräfte  auf- 
grefaßt.     Es  muß  daher  sein 


bj 

2 


2  (öj  •  hl  —  bo  ■  \) 
Alsdann  ist 

Das  Trägheitsmoment  Jx  findet  man  sofort  als  Differenz 
der  Trägheitsmomente  der  Teilquerschnitte  in  bezug  auf  die 
A'-Achse.     Es  wird  demgemäß 

b,-hi' 


7r 


T'r 


^1 

I    2 


S      ' 


Abb.  33. 


tZ-r  


^''^'='-(bi-hi'-b..h,') 

12  12  12  V^        ^  -        2 


'yv 


Nach  dem   unter  2 


Zur   Ermittlung  von  J,j  berechne  man    zunächst  Jy 
angegebenen  Satz  muß  dann  sein 

J>/r  =  Jy-\-Vr'^-F,  woraus  J y  —  J^— rj,.'^ .  F. 

Jy^  ist  gleich  der  Differenz  der  Trägheitsmomente  der  Teilquerschnitte  in 
bezug  auf  ihre  Grundlinie,  d.  h. 


b,' 


3 


{h-bi'-Ji,.b,% 


Nunmehr  ist 


J,  =  J'M  -  ^r-  •  F=~{hi  ■  bi'  —  h  .  b.^)  -  17^2  (6j  .  h^  -  b,.h,) 


=  ^(V6,' 


^2  •  ^2 ')  —  TTi; — i i — iAr  {bi  •  hl  -  b.  •  h^) 


{hl  -bi"-  —  h.2-  b./)  — 


4{bi-hi—b,'h,y 
{h,-b,^-h,-b,r 


3    '  ^      '  ^      '  4  (^1  •  /ii  —  &2  •  Ä2) 

^3:7/  =  o,  weil  die  X Achse  Symmetrieachse  ist. 


h)  Der  X-Querschuitt  (Abb.  341. 

Der  Schwerpunkt  liegt  auf  der  Y-Achse.  Seinen  Abstand  von  der 
AVAchse  findet  man  mit  Hilfe  einer  Momentengleichung  für  diese  Achse,  wo- 
bei der  Querschnitt  als  die  Differenz  eines  Rechteckquerschnitts  vom  Flächen- 
inhalt hl  •  hl  und  zweier  Rechteckquerschnitte  von 
den  Flächeninhalten  bo  ■  h^    aufgefaßt  werden  kann. 

Die  Momentengleichung  lautet  mithin 

(6,  -hl -2  b,  ■  h.;)  rio^bi-  hl  .^'^  —2b,-  h,  ■  ^ 


ri„  = 


&i  -hi^ —  2  Ö2  •  /i2' 

2  (61  .  \  —  2  &2  •  h) 


Abb.  34. 


Alsdann  ist 


Man  findet  zunächst 
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tja  =  h  —  V'*- 


J,,  =  ''  •^'" '  -  Ü»^  =  j  (6, .  A,»  _  2  t, .  /,,.). 

Ferner  ist  Jj.^  ^  J^.  -j-  »/o^  •  F,    woraus  J^  =^  J^^  —  ij/g^  •  F 
1/773         X.      7  3N       (öi-Äi^  — 2&2-A2T 

Zur  Berechnung  von  Jy  fasse  man  den  Querschnitt  als  die  Summe  zweier 
Rechteckquerschnitle  von  den  Flächeninhalten  {1^  —  /^o)  ^,  und  h^  •  d  auf  und 
erhält 

J.  =  ^-^' -^^  ^i-'  +  '\f  =  ,'3  [(/>,  -  *,)  *.' + /..  ■  <*']. 

i^;,,/  =  o,  weil  die  l'Achse  Symmetrieachse  ist. 


i)    Per  L-(Jnersclmitt  (Abb.  35). 

Der  Querschnitt  ist  die  Differenz  zweier  Rechteckquerschnitte  von  den 
Flächeninhalten  h^  •  li\  und  h.,  ■  lu.  Die  Schwerpunktlage  erhält  man  durcl\ 
Momentengleichungen  für  die  X^-  bezw.  F,- Achse.     Es  muß  sein 


ii 


I 


I   ' 
i 


(i,  •  A,  —  h^  •  h,)  rjo  —  bi  •  hl 


h 


Öo  •  /«o 


h. 


lu 


woraus 


Vo 


-^x 


Yl'^-^nr  -i 


r-'lf 


2  (61    •  hy    -   &2  •  /?-2) 

Ferner  gilt  die  Gleichung 

(6,  •  A,  —  h.2  ■  h^)  fjr  —  &i  •  Ai  •   ^'  — 


b.  ■  h, .  ^^ 

2 


■    '  2  (61  .  hl  —  02  •  /'2) 

Sodann  ist 

Vzi  —  hl  —  ^o  und  rji^zb^  —  tj,.. 
Nunmehr  werden  zunächst  die  Trägheitsmomente  J^,  und  Jy^   berechnet. 


-bj *i 

Abb.  35. 


Man  findet 

Aus  der  Gleichung 


J..  =  '-'    --^^  -  ^^'^    und  J. 
3 


3  3 


t^ar,  =^Jx-h  n<>^  •  F 


ergibt  sich  sodann 


.7,=^,-,,.i-= ;  (vv-*..v)^  !(*r^-">^ 


Entsprechend  wird 


J    —  J      *7   2  .    r  —      ^     /^A     .h'  —  h     .  h    ^\  (^<l       ^1  /<2      /^2   ) 

3  4  1^1  •  'h  —  ^2  •  'h) 
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Zur  Berechnung  von  Zxy  berechne  man  zunächst  das  Zentrifugalmoment 
für  das  dem  Achsensystem  X—Y  parallele  System  X.^  —  Y^  (Abb.  36).  Der 
Schwerpunkt  S  habe  in  bezug  auf  den  Ursprung  des  Achsensystems  X»  —  Y^ 
die  Koordinaten  +a,  -\-h. 

Nach    1     ist    das    Zentrifugalmoment    des 
ganzen  Querschnitts  F  in  bezug  auf  das  Achsen- 
system X^ — i'2  gleich  der  Summe  der  Zentrifugal- 
momente der  Teilquerschnitte  t\  und  f^,  d.  h. 
7         —  7^^      JL.  7^' 

i?^.^^.,  =0,  weil  für  den  Querschnitt  t\  die 
Fg-Ächse  Symmetrieachse  ist.  Zt^iy,.  =  o,  weil 
für  den  Querschnitt  t\  die  .Yg  Achse  Symmetrie- 


achse ist.     Daher  wird  Zx^y.,^o. 

Nach  dem  unter  2  angegebenen  Satz  ist 
nun  Zx^y.^  =  Zjcy  +  a-b  ■  F,  also  0  =  Zxp  +  a-b  ■  F, 
woraus 


.\bb.  36 


Zy 


a 


b-F: 


'iv^-t){vu-l)iA  +  f.)\ 


♦  ^ 


r~T— 


/; 


-'fr 


f^^ 


I 


k)   Der  Z-Qnersehnitt. 

Zur  Berechnung  von  J^  verschiebe  man  den  Querschnittsteil  /',  parallel 
zur  A' Achse  in  die  punktiert  eingezeichnete  Lage  (Abb.  37),  wodurch  am 
Trägheitsmoment  nichts  geändert  wird,  weil  die  Abstände  der  einzelnen  Flächen- 
elemente df  von  der  X  Achse  dieselben  bleiben.  Das  Trägheitsmoment  J^ 
kann  dann  wie  das 
untere/  ermittelte  Jx  des 
C-Querschnitts  berech- 
net werden. 

Verschiebt     man  h\ *^  i-l >^ 

dann  den  Querschnitts- 
teil /i  parallel  zur  5'- 
Achse  in  die  punk- 
tiert angedeutete  Lage 
(Abb.  37a),  dann  tindet  man  Jy  wie  unter  h  als  Jy  des  T-Querschnitts. 

Zur  Ermittlung  von  Zxy  endlich  zerlege  man  den  Querschnitt  in  die 
beiden  Teilquerschnitte  /",  und  den  Teilquerschnitt  f2  (Abb.  37  b).  Es  ist  dann 
das  Zentrifugalmoment  des  ganzen  Querschnitts  in  bezug  auf  das  Achsen- 
systemZ— y  gleich  der  Summe  der  Zentrifugalmomente  derTeilquerschnitte,  d.h. 

Zxy  ^^  2  Zxy  -\-   Zx'y 

Nach  dem  unter  2  angegebenen  Satz  ist 

^Ä  =  ^/:i/.  +  (-«)(+ö)/i. 

(Bezüglich  der  Vorzeichen  der  Koordinaten  a  und  b  ist  zu  beachten,  daß  a 
in  der  negativen  Richtung  der  Vi- Achse,  b  in  der  positiven  Richtung  der 
.Yj-Achsc  liegt.) 


Abb.  37. 


Abb.  37  a. 


Abb.  37  b. 
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y\  für  den  Querschnitt/; 


Hierin   ist  Zi^y,  =  o,  weil  das  Achsensystem  A', 
ein  Symmetrieachsensystem  ist.     Somit  wird 

Zxy  —  0  —  a-h-ti  —  —  a-h-t\. 
Ferner  ist  Zti,=  o,  weil  für  den  Querschnitt  /g  das  Achsensystem  A' — Y 

xy 

ein  Symmetrieachsensystem  ist. 

Setzt  man  die  gefundenen  Werte  in   die  für  Z^d  aufgestellte   Gleichung 
ein,  so  erhält  man 

Z,  y  ==:  2  Z^,j  -f  Zpy  =  -2a.h'f\. 

1)     Schließlich    möge    noch    die    Berechnung    der    Querschnittsmomente 
2.  Ordnung  für  einen  vielfach  im  Brückenbau  verwendeten  Querschnitt  gezeigt 

werden  (Abb.  38).  Die  Schwerpunkt- 
lagen der  Winkelquerschnitte  seien 
gegeben.  Sie  können  jederzeit  aus 
Tabellen  (z.  B.  „Hütte",  23.  Aufl.,  Bd.  1) 
abgelesen  werden.  Für  den  Quer- 
schnitt der  drei  Kopfplatten,  eines 
Winkels  und  eines  Stegblechs  seien 
die  Bezeichnungen  fp,  fw  und  f,  ein- 
geführt. 


fili...J.l. 


Abb.  .^S. 


Zur  Berechnung  des  Schwerpunktabstands  »/„  benutzen  wir  die  Momenten- 
gleichung „Das  statische  Moment  des  ganzen  Querschnitts  in  bezug  auf  die 
Achse  A'i  ist  gleich  der  Summe  der  statischen  Momente  der  Teilquerschnitte". 
Demgemäß  ist 

(/;>  +  4  /;«  +  2  fs)  flu  —  fp  ■  '"p  +  4  /«;  •  '(w  +  2  /,  •  rt, , 

_  fp-ap-^4fwaw-{-2fs-  üs 


woraus 


nu 


/.  +  4  /«,  +  2  /; 


h  —  tju . 


Sodann  ist  i}o 

Das  Trägheitsmoment  Jx  wird    dann    unter  Anwendung   des  unter   2  an- 
gegebenen Satzes  wie  folgt  ermittelt: 


-/.= 


ad' 
12 


-f  &p  •  /p  +  4  ^x,  +  i^  4  /;.  +  2 


12     ~    * 


2/. 


Hierin  ist   J^o  das  Trägheitsmoment  eines  Winkelquerschnitts  in   bezug 
auf  seine  eigene  Schwerachse  Xo  und  kann  aus  Tabellen  abgelesen  werden. 
Sinngemäß  findet  man  /,,. 
-Zx)/'=o,  weil  die  l'-Achse  Symmetrieachse  ist. 


4.    Beziehung  zwischen  den  Querschnittsmomenten   2.  Ordnung   für  zwei 
verschiedene    rechtwinklige    Achsensysteme    mit   demselben    Koordinaten- 
anfangspunkt (Abb.  39). 

Das  Achsensystem  X — Y  sei  gegen  das  System  A',  —  Tj  um  den  Winkel  « 
geneigt.  Ein  Flächenelement  df  des  Querschnitts  habe  in  bezug  auf  die  beiden 
Systeme  die  Koordinaten  x,  y  bezw.  Xi,  ?/,.  In  den  rechtwinkligen  Drei- 
ecken OAC  und  ABB  sind  die  Winkel  AOC  und  ABB  gleich  a,  weil  ihre 
Schenkel  senkrecht  aufeinander  stehen.     Es  ist  alsdann 


Abb.  39. 
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\',  =  ÖC  +  Cl:=z  0C-\-  IIb  —  OA  ■  cos  a-{- ab  ■  sin  a 

=  X  '  cos  «-(-,'/■  S''^  ^• 
Entsprechend  wird 

y,  =  DB—  WB  —  BB—  AG 

:=.  y  '  cos  «  —  X'  sin  u. 
Gemäß  seiner  Definition  ist  alsdann 

'A=  f^/i^  •  (^f—  I  (—  ^  •  sin  « 

-f-  y  '  cos  «)■-  fZ/"=  I  (.X-  •  sin- « 

-[-  ^'  •  cos^ «  —  2  rr  •  y  •  sin  a  •  cos«)  df 

=  sin^ «  I  .i'2  •  (?/'-]-  cos^  a  j  y^  ■  df 

—  2  sin  «  •  cos  a\  X  ■  y  •  df 

=  t/,, .  sin^  «  -|-  ,Jp .  cos^  <(  —  2  Zx,/  •  sin  u  •  cos  ^(. 

Entsprechend  wird 

•     J,,^  =  I  a:^2  •  (?/'=:  \iy-s\nu-\-X'  cos  a)^  (Z/' 

=  I  (?/'  •  sin^  a  -|-  X-  •  cos^«  -\-  2  x  •  y  '  smu  •  cos  «)  c?/' 
=  sin2a  I  f/^-  c?/'+  cos'^  «  i  x^  •  f?/ +  2  ^i"  «  •  cos  a  i  x  •  y  •  df 
^  «/.,.  •  sin-  a  -j-  »/,,  •  cos''^  «  -j-  2  Z.p  ,y  •  sin  */  •  cos  a . 
I)urch  Addition  von  J^i  und  /,/,   erhält  man 
,/^j  =11  ./,^^  1=  ,/,/  •  sin^  rt  -|-  tTj.  •  cos-  «  —  2  ^a-^  •  sin  r^  •  cos  a  -\-  J^-  sin^  « 

-|-  Jy '  cos-  a  -f"  2  Zx>j  ■  sin  «  •  cos  a 
=:  J,,  (sin^  a  -\-  cos-  «)  -|-  J^^  i^'i"^  «  -^  cos^ «). 
Da  sin'a-j- cos^a  :=  i,  so  folgt  J^^  -\-  Jy^  1=  Jg-  -j-  J,y.     D.  h.: 
Die  Summe  der  Trägheitsmomente  in  bezug  auf  zwei  zueinander 
senkrechte  Achsen  ist  immer  dieselbe. 

Sinngemäß  findet  man  für  das  Zentrifugalmoment 
Z^^y^  =  1 1\  •  yi  •  d  fzzz  l  (x  •  cos  «-{-//•  sin  «)  (y  •  cos  a  —  x  •  sin  «)  df 

^  l  (x  •  y  ■  cos^  a  -\~  y'^  ■  sin  a  •  cos  a  —  x^  •  sin  «  •  cos  a  —  x  ■  y  •  sin^  a)  df 

=^  l[x'  y  (cos^  a  —  sin^  « )  -]-  (y^  —  ^2)  sin  «  •  cos  a]  (//'. 

Da  cos^  a  —  sin^  a  =.  cos  2  «  und   sin  a  •  cos  «  ^        •  sin  2  a, 

2 

so  wird 

Z.,.j,,^  n;  cos  2  a  I  X  -y-  df-\ •  sin  2  a  /  (?/2  —  ^r^)  df 

=  cos  2  a  j  x-y  ■  df-\ •  sin  2  a  j    /  ?/2  •  f//" —  /  x"^  ■  df\ 


=  Z.r„  •  cos  2  «  +  —  (*7r  — '/-/)  sin  2  «. 
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Um  ein  übersichtliches  Bild  über  die  Veränderung,  welche  das  Trägheits- 
moment mit  der  Achsenrichtung  erfährt,  zu  erhalten,  empfiehlt  sich  eine 
graphische  Darstellung  der  Trägheitsmomente. 

Es  läge  am  nächsten,  die  Trägheitsmomente  selbst  in  irgend  einem 
Maßstabe  auf  den  entsprechenden  Achsen  als  Strecken  aufzutragen,  indessen 
ergibt  sich  dann  als  geometrischer  Ort  der  Endpunkte  aller  Strecken  keine 
einfache  mathematische  Kurve,  so  daß  es  vorzuziehen  ist,  an  Stelle  der  Werte  J 

die  Werte  — -    als  Strecken  auf  den  jeweiligen  Achsen  aufzutragen  (Abb.  40). 
c  ist  eine  Konstante,  über  die  später  verlügt  werden  wird.    So  möge  z.  B.  auf 


der  Achse  A',,  die  mit  der  X-Achse  den  Winkel  «  einschließt,  die  Strecke 


Vjr 


aufgetragen  werden,  worin 


J^.  •  cos^  a  -\-  J„-  sin'^  a 


2Z. 


sm  a  ■  cos  a. 


Jx,  Jy  und  Zxn  seien  gegeben. 
Da  nach  Abb.  40 

X 


cos« 


fjx. 


und 


sin  a 


_    y 


]/jx 


so  wird 


e/„ 


y'-J.. 


2Z^ 


X  •  y 


^2 


Dividiert  man  die  Gleichung  durch  J^p  so  erhält  man 

.,2  „2 

I  —J^ 


T2    "T~      .'/  ■  "^2  ^      •»".'/ ' 


X-  y 


oder  ,/.r  .  x"^  -\-  J„  .  «/"  —  2  Z,. „  *  jc  »  y  —  cK 

Das  ist  die  Gleichung  der  Kurve,  die  entsteht,  wenn  man  die  Endpunkte 

aller  Strecken  -7^—  miteinander  verbindet. 
Vj 

Aus  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene  ist  bekannt,  daß,  wenn  in 
einer  Gleichung  die  Glieder  1.  Ordnung  fehlen,  der  Koordinatenanfangspunkt 
der  Mittelpunkt  der  von  der  Kurve  eingeschlossenen  Fläche  ist. 


Der   geometrische  Ort  der  Endpunkte   der  .Strecken 


Vj 


ist     also    eine 


Kurve  2.  Ordnung,  die  den  Punkt  0  zum  Mittelpunkt  hat.  Derartige  Kurven 
gibt  es  aber  nur  zwei,  nämlich  Ellipse  und  Hyperbel  (der  Kreis  ist  ja  ein  Spezial- 
fall der  Ellipse).  Eine  Hyperbel  kann  die  Kurve  nicht  sein,  denn  das  Trägheits- 
moment .7  kann  niemals  gleich  Null,   also     7--    niemals  unendlich  groß  werden. 

Vj 

Die  Kurve  hat  daher  keinen  unendlich  fernen  Punkt. 
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Der  geometrische  Ort  derEndpunkte  der  Strecken     ,       ist  dem- 

Vj 

gemäß  eine  Ellipse  mit  dem  Koordinatenanfangspunkt  als  Mittel- 
punkt. Die  Radien  dieser  Ellipse  sind  umgekehrt  proportional  den 
Quadratwurzeln  aus  den  Trägheitsmomenten. 

Man  nennt  diese  Ellipse  die  Trägheitsellipse  des  Querschnitts.  Wenn 
der  Punkt  0  der  Schwerpunkt  des  Querschnitts  ist,  heißt  sie  Zentralellipse. 
Die  aufeinander  senkrecht  stehenden  Achsen  OA  und  OB  nennt  man  die 
Hauptträgheitsachsen  und  die  Trägheitsmomente  Ja  und  Jß  für  diese 
Achsen  die  Hauplträgheitsmomente.  Die  große  Achse  der  Ellipse  ist  die 
Achse  des  kleinsten  und  die  kleine  die  Achse  des  größten  Trägheitsmoments, 
denn  die  Strecken  Oa  und  Ob  sind  umgekehrt  proportional  den  Quadratwurzeln 
aus  den  Trägheitsmomenten. 

Wenn  man  die  Hauptachsen  als  Koordinatenachsen  {X — Y)  wählen 
würde,  so  würde  die  Gleichung  der  Trägheitsellipse  nur  die  rein  quadratischen 
Glieder,  nicht  aber  das  Glied  mit  dem  Ordinatenprodukt  enthalten.  Denn  die 
Gleichung  einer  Ellipse,  bezogen  auf  die  Hauptachse,  lautet 

"^'h-I^^i  (Abb.  4.).  ^: 

Daraus  folgt,  daß  für  das  System  der  Hauptachsen  j  | ^j[__|r  ] 
das  Zentrifugalmoment  gleich  Null  sein  muß,  denn  in  \.  ^1  ^  J 
der  allgemeinen  Gleichung  der  Trägheitsellipse  ' 

ist  ja  das  Zentrifugalmoment  der  Koeffizient  des  Ordinatenproduktes  xy.  Um 
also  die  Hauptträgheitsachsen  zu  finden,  braucht  man  nur  das  Koordinaten- 
system Xi  —  Fl  zu  ermitteln,  für  welches  das  Zentrifugalmoment  gleich  Null 
ist     Da  für  ein  beliebiges  rechtwinkliges  Achsensystem  X^  —  Fi 

^x,y,  —  Z^y  .  cos  2  a  +  -    (./,  —  J„)  sin  2  « 

ist  (vgl.  S.  23),  so  wird  ^x,>/,  =  0,  wenn 

Z^y  •  cos  2  «  := {Jnc  —  Jy^  sin  2  a  wird. 


Dividiert  man  beide  Seiten  der  Gleichung  durch  cos  2  a,   so   ergibt  sich 

Für  2«  ergeben  sich  zwei  Winkel,  die  sich  um  180°,  also  für  «  zwei 
Winkel,  die  sich  um  90°  unterscheiden.  Es  lassen  sich  daher  aus  dieser 
Gleichung  die  Winkel  «i  und  «2  berechnen,  welche  die  Hauptträgheitsachsen 
mit  der  AT-Achse  einschließen. 

Sind  z.  B.  die  X-  und  F-Achse  die  Hauptträgheitsachsen  und  Jx  und  J,, 
die  entsprechenden  Hauptträgheitsmomente,  dann  lautet  die  Gleichung  der 
Trägheitsellipse 

Zxu  ist  ja  hier  gleich  Null,  wie  eben  entwickelt  wurde 
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Wir  wählen  jetzt  die  Konstante  c 


—^,  also  C'=-—jr^ 


worin    F 


der  Flächeninhalt  des  Querschnitts  ist.     Dann  lautet  die  Gleichung   der  Träg- 
heitsellipse 

2  ^x'^y 


■h  ■  x"^ -\- Jy  ■  y' 


F 


oder,  um  die  Gleichung  auf  die  bekannte  Form 


zu  bringen, 


«2  -T  &2  —  ^ 


F        IF 


4  J 

2  =  cm2,   so  daß  -^   das    Quadrat    einer 


^-     ^.  .        n      TTT  J  ■       cm 

Die  Dimension  der  Werte   ^,-  ist  

F         cm 

Länge  ist,  wie  es  ja  auch  gemäß   der  allgemeinen  Gleichung  der  Ellipse   sein 

muß.  Diese  Länge  nennt  man  den  Träg- 
heitsradius für  die  betr.  Achse.  Wir  wollen 
ihn  in  Zukunft  mit  i  bezeichnen,  so  daß 


F 

Setzt  man 

F 


=  r  und  (z=:  V  -=  ist: 


2     '^v 


h'^ 


so  lautet  die  Gleichung    der. Trägheitsellipse 
I    (Abb.  42). 


A  2   i~    .;   2 


Abb.  42. 


Es  werden  also  die  Halbachsen  der  Trägheits- 
ellipse die  Hauptträgheitsradien. 
Bei  gerade  symmetrischen  Flächen  sind  die  Symmetrieachsen  stets  Haupt- 
achsen;   denn    in    bezug    auf   ein   Symmetrieachsensystem  ist  das   Zentrifugal- 
moment gleich  Null. 

So  ist  z.  B.   für  den   rechteckigen  Querschnitt 
(Abb.  43) 


Y 

y^7 

'X 

^ 

\\) 

X 

12 


Abb.  43. 


mithin 
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F 
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Die  Halbachsen  der  Zentralellipse  sind  daher  /^  = 
h 


2  •  V  3 


für  die  A'-Achse 


und  /j,- =         ,  .    für  die  l'-Achse.     Die  Gleichung  der  Ellipse  lautet 

2-^3 

wodurch  für  jedes  x  das  zugehörige  y  bestimmt  ist.  Nach  Aufzeichnung  der 
Trägheitsellipse  kann  man  dann  für  jede  beliebige  Achse  das  Trägheitsmoment 
angeben.     So  ist  z.  B.  für  die  Achse  A'i  der  Trägheitsradius  gleich  der  Strecke 

;•:=,'      ,  worin  c=l/^^  ,  so   daß   r=.]/%^^  • 
Da       r^  =    ^— -r-  ,  so  findet  man 


J. 


12 


12 


b^-h' 


b-Ji-r"^  1441-2 

Für   die  Anwendung  bequemer  ist  die  Benutzung  des  Mohrschen   Kreises, 
der  weiter  unten  behandelt  werden  wird. 


5.    Beziehung  zwischen  den  Querschnittsmomenten  2.  Ordnung  eines  recht- 
winkligen   Achsensystems    X —  Y    und    eines    beliebigen    schiefwinkligen 

Systems  X,  —  Y^  (Abb.  44). 

Die  Achsen  A'i  und  Yi  schließen  mit  der  A-Achse  die  Winkel  a  bezw. 
ß  ein.  a  und  h  seien  die  von  einem  beliebigen  Flächenelement  df  auf  die 
AVAche  bezw.  die  F,-Achse  gefällten  Lote,  x,  y  seien  die  Koordinaten  des 
Flächenelements  für  das  Achsensystem  X — F.  Im  Dreieck  cde  ist  dann  der 
Winkel  dce^cc,  da  die  Schenkel  cd  und  re  senkrecht  auf  den  Schenkeln  des 
Winkels  a  stehen.  Ebenso  ist  im  Drei- 
eck cgJi  der  Winkel  gch  =  ß,  da  die 
Schenkel  cg  und  ch  senkrecht  auf  den 
Schenkeln  des  Winkels  ß  stehen.  Im 
Dreieck  cde  ist 


cos  a  = 


c  c 


cf-ef 


folglich 

n  ^y  •  cos  a 


y  —  '^'  *  tg  «  ' 


=z  y  . cos  « 


X  -Xgcc  •  cos  « 

sin  a 

—  X  '    

cos  a 

^  y  •  cos  a  —  ic  '  sin  « . 

Ferner  ist  im  Dreieck  cgh 

cos  ß  Z3: 


cos  a 


Abb.  44. 


daher 


cf  —  hf      y  —  x-^sß 

1}  :=  y  >  cos  ,?  —  de  '  sin  [i. 
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Nach  Seite  12  ist 
Z:c^ii,  =^  i  a  -h  •  elf  =^  j  [(</  •  cos  II  —  X  '  sin  «)  {y  ■  cos  ß  —  x  ■  sin  ß)\  df 

^  I  W' '  ^°^  "  ■  ^^^  ß  —  ^  '  y  '  ^'"  "  ■  ^os  /^  —  ^ '  y  '  cos  «  •  sin  |S 

-j-  .r"^  •  sin  «  •  sin  /!^]  cZ/' 
=  I  [?/2-cos  «  •  cos  ß-\-x'^  ■  sin  «-sin  /?  —  o-'-i/  (sin  «  •  cos  /S-|-cos  «-sin  jS)]  f?/-' 

=  cos  a  •  cos  ß  j  y^  •  elf  -\-  sin  «  •  sin  ß  \  x'^  •  df 

—  (sin  a  •  cos  ß  -j-  cos  «  •  sin  ß)  i  x  ■  y  ■  df. 

Mit  iy-'df=zj^.,  \x'^-df^Jy,  \  x  ■  y  •  df  ^:^  Z^^y  sowie  sin  «  •  cos -^ 
-{-  cos  «  •  sin  ß  z^  sin  {a  -j-  /!/)  wird 

Z.Fj,,,  =  e/^r  •  COS  «  •  COS  ,i  -j-  »/,,  •  sin  a  .  sin  ß  —  Zr,,  •  sin  («  -|"  '^)' 

Ferner  ist 

Jj.^  zz^  j  a-  ■  dfz=z  l  {y  ■  cos  «  —  a;  •  sin  a)'^  df 

=z  I  [y'^  •  cos"^ «  —  2  X  ■  y  sin  a  •  cos  a  -f-  a;""'  •  sin-  a )  df 

=:  cos-  a  l  y"^  •  df —  2  sin  «  •  cos  a  l  x  ■  y  •  df-\-  sin-  a  i  .i  -  ■  df 

=  e/r  •  cos^  (c  —  Z.r ;,  •  sIh  2  «  -|-  t///  •  sin"  f<. 
Endlich  ist 

Jy^=jh--  df—  I  {y  •  cos  /l^  —  ä-  •  sin  /i;)^  (//' 

=  cos2  ß^y"^-  df—  2  s'm  ß  ■  cos  ß  l  X  ■  y  •  df-\-  sn\^  ß  {  x'^  ■  df 
=  f/r  •  cos^  ß  —  Zr  „  •  sin  2  ß  -\-  J.f  •  sin  -  ß. 

6.    Konstruktion    der    Querschnittsmomente    2.    Ordnung    mit    Hilfe    des 
Mohrschen  Kreises^)   (Abb.  45). 

Gegeben  seien  die  drei  Querschnittsmomente  J^-,  J)i  und  Z^,,  für  ein  recht- 
winkliges Achsensystem  X —  )',  gesucht  sind  die  Querschnittsmomente  für 
ein  beliebiges    schiefwinkliges  Achsensystem  X,  —  Y,. 

Man  trage  auf  der  F-Achse  vom  Koordinatenanfangspunkt  aus  zunächst 
Jx  und  im  Anschluß  daran  J,,  in  irgend  einem  Maßstabe  auf  (z.  B.  10  cm*  seien 
dargestellt  durch  1  mm)  und  beschreibe  über  dem  Durchmesser  Jx  und  Jy  einen 
Kreis.  Im  Endpunkt  von  Jx  errichte  man  auf  der  F-Achse  ein  Lot  und  trage  auf 
diesem  die  Strecke  Zxy=^CT  auf  (in  dem  Maßstabe,  in  welchem  Jx  und  J,,  auf- 
getragen waren),  und  zwar,  je  nachdem  Zr^  positiv  oder  negativ  ist,  in  der  Richtung 
der  positiven  oder  negativen  X-Achse.  Der  Punkt  T  heißt  der  Trägheitshaupt- 
punkt. Um  nun  das  Trägheitsmoment  Jn  zu  erhalten,  zeichne  man  im  Schnitt- 
punkt a  der  Xj-Achse  mit  dem  Kreise  die  Tangente  und  lalle  darauf  vom 
Trägheitshauptpunkt  das  Lot  'LS.    Dieses  stellt  dann,  gemessen  in  dem  Maßstab, 

')  Mohr,  Über  die  Bestimmung  und  die  graphische  Darstellung  von  Trägheits- 
momenten ebener  Flächen.    Zivilingenieur   i«^S7,  33.  Band,  S.  43. 
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Endlich    ist    das  Lot 


in  dem  Jx.  Jy  und  Zx,i  aufgetragen  sind,  das  Trägheitsmoment  Jx^  dar.  Ent- 
sprechend erhält  man  in  TR  das  Trägheitsmoment  ./,/,. 
T§,  von  T  aus  auf  die  Ver- 
bindungslinie a—b  gefällt, 
dasZentrifugalmomentZr,,/!- 
In  folgendem  möge  der  Be- 
weis für  die  Richtigkeit 
der  Konstruktion  gezeigt 
werden: 

iW=  Mittelpunkt  des 
Kreises.  '^aOx^=a.  Fällt 
man  von  M  ein  Lot  Mc 
auf  Öa,  so  ist^cMO==a, 
weil  die  Schenkel  c^M  und 
OM  senkrecht  auf  den 
Schenkeln  des  Winkels  « 
stehen.  Ebenso  ist  <J  c  Ma 
—  a,     also    -^  0  Ma  =  2  a. 

OM  :^  '^"^  ~^ '^"  ; 

2 

CM=Jx  —  03I=Jx~ 
Jx  ~T  '^y  '^x  —  ' 'j/  _ 

2  2 

Fällt  man  von  C  das  Lot  CE  auf  «Jlf,  dann  ist 

YS=aF  =  aE  —  EP. 

Hierin  ist 

aE  =iaM  -{-  ME,  so  daß  TS  —  aM -\-  ME  —  EP. 
aM  ist  der  Radius  des  Mohrschen  Kreises  =' ^ ■ 

2 

Da  sich  der  Winkel  2  a  als  Scheitelwinkel  in  dem  Dreieck  OME  wieder- 
findet, so  ist 


\bb.  45- 


EiM 


CM ■  cos  2  a^^"^^"^^ 

2 


cos  2  a. 


EF  ist  gleich  der  Projektion  C^f^von  Zxi^.  Da  der  Winkel  GTP  auch 
gleich  2  a  ist,  weil  die  Schenkel  CT  und  TP  senkrecht  auf  den  Schenkeln 
GM  und  EM   des  Winkels  2  cc  stehen,  so  ist  in  dem   A  CTii- 

Ciü        EP . 

Zx;i 

«daraus  FP  =  ;;^,  •  sin  2  «. 

Folglich 

Jx  -r  Jy 

2 


Sm  2  «  z=:  =r 

Zxy 


aP  =  aE  —EP—  aM  +  EM  —  EP 


_,      Jx Jy 

~'  2 


COS  2  «  —  Zr 


sm  2  « 
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al  ;=      -    H ~  H •  cos  2  a  —    —    •  cos  2  a  —  Z^»  •  sin  2  « 

2  2  2  2  -^ 

=z  —^  (i  -[-  COS  2  «)  -|-     —  (i  —  COS  2  a)  —  Z^y  ■  sin  2  «. 

Aus  den  Gleichungen 

cos'^  cc  -}-  sin^  a  :=  i   und  cos^  a  —  sin^  «  =  cos  2  « 
ergibt  sich  durch  Addition 

2  COS^  a  ;z=  I  -|-  cos  2  « 

und  durch  Subtraktion 

2  sin^  a  ::=  I  —  COS  2  «. 

Setzt  man  diese  Werte  in  die  für  aP  aufgestellte  Gleichung  ein,  so  wird 
aP  =  — ^  •  2  cos^  a  -\ — -  -2  sin^  a  —  Z^,,  •  sin  2  « 

2  '       2  •' 

=z  J^  •  cos^  a  -\-  Jy  •  sin^  a  —  ^^,^  •  sin  2  a. 
Anderseits  istaP=T(S',  so  daß  man  erhält 

TH  =  J.,r  •  cos'^  «  +  J,,  .  sin^  «  —  Z., ,,  •  sin  2  «. 
Nach  Seite  23  ist  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  gleich  Jxj,  so  daß 

Ebenso    läßt  sich    nachweisen,    daß  TR=  Jy^  ist.     Es  bleibt    noch  nach- 
zuweisen,  daß  TQ  =  Zx^yy  ist. 
Nach  Seite  28  ist 

Zx^y^  =^  Jx  •  cos  «  •  cos  ß-\-  Jy  •  sin  a  ■  sin  ß  —  Zxy  •  sin  (a  -\-  ß). 

Setzt  man  cos  cc  •  cos  ß  r=        [cos  (a  -|-  /^)  +  cos  (a  —  ß)] 

und  sin  «  •  sin  ß  =        [cos  (a  —  ß)  —  cos  (a  -\-  ß)], 

so  wird 

^^^!f^  —  Jx  •     2     [^OS  {a -^  ß) -[-  COS  («  —  /?)]  -\-  Jy  •     --   [cOS  («  —  /S)  ~  COS  («  +  /!^)1 

—  Z^y  •  sin  (a  +  /?) 
=  i^±^  .  cos  («-/?)  +  l^ilZlii .  cos  («  +  ß)  -  Z,.,  .  sin  («  +  ß). 

Verbindet  man  den  Kreismittelpunkt  M  mit  a  und  fc  und  mit  dem  Mittel- 
punkt E  der  Sehne  ab  (Abb.  46),  so  ist  <  OMa=  2  a  als  Zentriwinkel  über 
dem  Bogen  Oa,  für  den  a  der  Abschnittswinkel  ist.     Entsprechend  ist 

<  0Mb  —  2ß, 

<  aMb  =  2  ß—  2  a, 

folglich  <  ciME  z=  <  bME  =    ^  ^  ~  ^  "  =ß  —  a. 

2 

Der  Winkel,    den    die    Sehne  a&    mit    der   A'- Achse    einschließt,    ist    als 

Außenwinkel  des  Dreiecks  Obz,  dessen  Basiswinkel  die  Winkel  a  und  /9  sind, 

gleich  a~\-ß.    Mithin  ist  auch  <.OME=  a'\'  ß,  weil  dessen  Schenkel  senkrecht 

auf  den  Schenkeln  des  Außenwinkels  a-\-  ß  stehen. 


;i 


Fällt  man  von  T  das  Lot  TP  auf  ME,  so  ist  auch  <:CTP=  cc-\- ß,  weil 
seine  Schenkel  senkrecht  auf  den  Schenkeln  des  Winkels  OME  stehen,  der 
ebenfalls  gleich  cc-\-  ß  ist. 

Endlich  ist  noch  <.CMF  = 
a  -\-  ß  als  Scheitelwinkel  zu 
^OME. 

Aus  Abb.  29  erkennt  man 
nun,  daß 


TQ  —EP  —  EM-\-MF-FP. 

Hierin  ist 

EM  —  ciM  •  cos  {ß  —  a)  — 

^±£y  .  cos  iß  —  cc)^ 

^^-Ely..cos{a-ß). 

Ferner  ist 

MF  =  JrC  •  cos  {a-\-  ß)  — 


Jx  —  du 


cos  (a  -|-  ß). 


Endlich  ist  noch 


Abb.  46. 


FP  =  CS  =  CT-  sin  («  +  /?)  =  Z^,j  ■  sin  («  +  ß). 


Demnach  wird 


cos 


(«  —ß)  +  ^'^  2  ^  *  ^'^'^  ^''  + 1^)  -  -^^ "  *  ^^"  ^«  +  »^^ 


TQ  —EP  —  EM^MF  —  FP 
~       2 

Das  gesuchte  Zentrifugalmoment  ist  also  das  Lot  vom  Trägheitshaupt- 
punkt auf  die  Verbindungslinie  der  Schnittpunkte  der  Achsen  Xj  und  Fj  mit 
dem  Kreise. 

Zwei  Achsen,  für  welche  das  Zentrifugalmoment  gleich  Null  ist,  nennt 
man  konjugierte  oder  einander  zugeordnete  Achsen. 

Mit  Hilfe  des  Mohrschen  Kreises  läßt  sich  leicht  für  jede  Achse  die 
konjugierte  bestimmen  (Abb.  47). 

Gesucht  sei  z.  B.  die  der  AV Achse  zugeordnete  Achse  Fj. 

Man  zeichne  zunächst  den  Mohrschen  Kreis  mit  dem  Durchmesser  Jx  +  Jy 
und  trage  in  G  rechtwinklig  zur  Y-Achse  das  Zentrifugalmoment  Zxrj  ab,  und 
zwar,  wenn  es  positiv  ist,  nach  der  positiven,  wenn  es  negativ  ist,  nach  der 
negativen  Richtung  der  Z-Achse.  Dadurch  erhält  man  den  Trägheitshaupt- 
punkt T.  Soll  jetzt  Zri;/i  =  o  werden,  so  muß  die  Gerade  ab  durch  T  gehen, 
womit  der  Punkt  b  festliegt. 

Die  durch  h  gehende  r,-Achse  ist  dann  der  Xj-Achse  konjugiert. 

Gesucht  sei  ferner  die  Zentralellipse  für  das  in  Abb.  47a  dargestellte 
Winkeleisen,  deren  Mittelpunkt  also  mit  dem  Schwerpunkt  des  Winkeleisens 
zusammenfallen  muß. 
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Wir  suchen  zunächst  die  Hauptträgheitsachsen  des  Querschnitts  auf, 
d.  h.  diejenigen  Achsen  ^  und  H,  für  welche  das  Zentrifugalmoment  Z^,^=o 
ist  und  die  aufeinander  senkrecht  stehen.    Die  Querschnittsmomente  Jx,  Jy  und 


Abb.  47. 


Abb.  47  a. 


Zxy  seien  gegeben  (vergl.  S.  20  u.  21).  Zxy  habe  sich  negativ  ergeben.  Wir 
zeichnen  zunächst  mit  dem  Durchmesser  Jx  +  Jy  den  Mohrschen  Kreis  und  tragen 
im  Punkt  C  lotrecht  zur  Y-Achse  den  Wert  Zxy  auf,  und  zwar  auf  der  negativen 
Seite  der  XAchse  (wegen  des  negativen  Vorzeichens  von  ZxiJ).  Der  Maßstab, 
in  dem  Jx,  Jy  und  Zxy  aufgetragen  werden,  kann  beliebig  gewählt  werden. 
Alsdann  verbinden  wir  den  Trägheitshauptpunkt  T  mit  dem  Kreismittelpunkt  M 
und  verlängern  diese  Linie  bis  zum  Schnitt  mit  dem  Kreise  in  a  und  h.  Dann 
sind  die  Achsen  Sa  und  Sb  (3"-  und  If-Achse)  die  Hauplträgheitsachsen  der 
Zentralellipse,  da  in  bezug  auf  dieses  Achsensystem  das  Zentrifugalmoment 
Zjv;  =  o  ist  und  beide  Achsen  nach  dem  Lehrsatz  des  Thaies  aufeinander 
senkrecht  stehen  (sie  schließen  einen  Peripheriewinkel  über  dem  Durch- 
messer a — h  miteinander  ein). 

Die  Gleichung  der  Zentralellipse  lautet  nun  nach  Seite  26 


r 


+ 


I. 


Die  Halbmesser  der  Zentralellipse  sind  daher  i,,  (auf  der  5'Achse)  und  ?>  (auf 
der  iT-Achse),  wobei 

/,=."|/A    und    h-^ij' 


Zeichnen  wir  jetzt  im  Schnittpunkt  der  if-Achse  mit  dem  Kreise  die  Tan- 
gente und  fällen  vom  Trägheitshauptpunkt  T  das  Lot  auf  die  Tangente,  so  ist 
dieses  gleich  /;,  also  im  vorliegenden  Fall  gleich  der  Strecke  T—b.  Ent- 
sprechend finden  wir  J:  gleich  der  Strecke  T — a. 

Nunmehr  kann  die  Zentralellipse  konstruiert  werden. 
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§  3.    Berechnung  der  Normaispannungen. 
1.    Die  Biegungsfestigkeit. 

Man  unterscheiäet  gerade  und  schiefe  Belastung.  Uie  Belastung  heißt 
gerade,  wenn  die  Kraftlinie 
(Schnittgerade  der  Kräfieebene  mit 
der  Querschnittsebene)  mit  einer 
Hauptachse  (gerade  Symmetrie- 
achse) zusammenfällt  (Abb.  48).  Ist 
dies  nicht  der  Fall,  so  spricht  man. 
von  schiefer  Belastung(Abb.48a). 


s 


Abb.  4S. 


S 


1/' 


Abb.  49  a. 


Abb.  49b. 


a)    Gerade  Belastnng. 

Ein  Balken  auf  zwei  Stützen  sei  durch  senkrechte  Kräfte  P  belastet,  die 
in  ein  und  derselben  Ebene  liegen  (Abb.  49).  Die  Kraftlinie  falle  mit  einer 
Hauptachse  zusammen,  so  daß  also  gerade  Belastung  vorliegt  (Abb.  49a). 

Die  Auflagerdrücke  A  und 
B  werden  mit  Hilfe  von  Gleich- 
ge  Wichtsbedingungen  er- 
mittelt. Für  ebene  Kräfte- 
systeme bestehen  drei  Gleich- 
gewichtsbedingungen : 

1.  Die  Summe  der  sta- 
tischen Momente  aller  an  dem 
Balken  sich  das  Gleichgewicht 
haltenden  äußeren  Kräfte,  d.  h. 
also  der  Kräfte  P  und  der  durch 
sie  hervorgerufenen  Stützen- 
drücke A  und  B,  in  bezug  auf 
irgend  einen  in  der  Kräfteebene  gelegenen  Punkt  muß  gleich  Null  sein. 

2.  und  3.  Die  Summe  der  Seitenkräfte  nach  je  zwei  zueinander  rechtwinklig 
stehenden,  in  der  Kräfteebene  liegenden  Richtungen  muß  gleich  Null  sein 
(z'.  B.  2H=o  und  ^V=o). 

Gehören  die  sich  das  Gleichgewicht  haltenden  äußeren  Kräfte  einem 
räumlichen  Kräftesystem  an,  so  können  sechs  Gleichgewichtsbedingungen 
aufgestellt  werden: 

1.,  2.  und  3.  Die  Summe  der  statischen  Momente  aller  Kräfte  in  bezug 
auf  je  drei  zueinander,  rechtwinklig  stehende,  im  Raum  liegende  Achsen 
muß  gleich  Null  sein. 

4.,  5.  und  6.  Die  Summe  der  Seitenkräfte  nach  den  Richtungen  je  einer 
dieser  drei  Achsen  muß  gleich  Null  sein. 

Zur  Berechnung  des  Auflagerdrucks  A  benutzen  wir  die  für  ebene  Kräfte- 
systeme geltende  Momentengleichung:  „Die  Summe  der  Momente  in  bezug  auf 
den  Punkt  v  muß  gleich  Null  sein"  (Abb.  49). .  Bei  dieser  Wahl  des  Momenten- 
punktes schneidet  der  Auflagerdruck  5  den  Drehpunkt,  sein  Moment  ist  daher 

Kirchhoff,  Statik.  I.  3 
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gleich  Null,    so    daß    nur    die  Unbekannte  A    in    der   Momentengleichung  ent- 
halten ist.     Diese  lautet  mithin 

Hieraus  findet  man         A  —  — ? ^—^ — ?2^r — . — 3 

V 

B  kann  dann  aus  der  Bedingung  ^V=o  gefunden  werden,  so  daß 

B^A-P,-P,-P,  =  o, 
woraus  B  =  P^  +  P^ -\- P3  —  A. 

Der  Balken  wird  sich  nun  derart  deformieren,  daß  die  oberen  Fasern 
verkürzt,  die  unteren  verlängert  werden  (Abb.  49b),  so  daß  die  oberen  Fasern 
Druckspannungen,  die  unteren  Zugspannungen  erleiden.  Diese  Längenänderungen 
der  Fasern  können  aber  nur  durch  Spannkräfte  (innere  Kräfte)  verursacht 
sein,  die  in  der  Richtung  der  Fasern,  also  in  der  Richtung  der  Achse  des 
Balkens,  d.  h.  lotrecht  (normal)  zu  dem  Querschnitt  wirken  (Normalspann- 
kräfte). Da  erfahrungsgemäß  bei  der  Formänderung  des  Balkens  die  Quer- 
schnitte eben  und  zu  der  Balkenachse  lotrecht  bleiben  (homogenes  Material 
des  Balkens  vorausgesetzt),  so  müssen  die  auf  den  Querschnitt  wiikenden  Spann- 
kräfte in  einem  linearen  Verhältnis  zueinander  stehen. 
Trägt  man  daher  die  Spannungen  (Spannung  ^  Spann- 
jLi  kraft  je  Flächeneinheit)  in  den  einzelnen  Punkten  des  Quer- 

'  °^  Schnitts  als  Ordinaten   auf  und  verbindet  deren  Endpunkte 

1  miteinander,  so  muß  die  Verbindungslinie  eine  Gerade  sein. 

',  In  Abb.  50   ist  ein  unendlich  kleines  Balkenstück  von  der 

1  Länge  dx  nach  erfolgter  Deformation   dargestellt.     Die  vor 

der  Deformation  parallelen  (senkrechten)  Querschnitte  I 
und  II  schließen  nach  der  Deformation  einen  unendlich 
kleinen  Winkel  da  miteinander  ein.  Die  Spannungen  für 
den  Querschnitt  I  sind  durch  das  Spannungsdiagramm  dar- 
gestellt. Dort,  wo  die  Druckspannungen  in  die  Zug- 
"  Spannungen  übergehen,  ist  die  Spannung  gleich  Null.     Ver- 

bindet man  alle  Punkte  des  Querschnitts,  in  denen  die 
Spannung  gleich  Null  ist,  miteinander,  so  erhält  man  die  NuUinie  oder 
neutrale  Achse. 

Nachstehend  soll  nunmehr  die  Ermittlung  der  Spannungsverteilung  für 
einen  beliebigen,  im  Abstand  x  vom  linken  Auflager  befindlichen  Querschnitt 
gezeigt  werden. 

Wir  denken  uns  den  Balken  an  der  fraglichen  Stelle  durchschnitten  und 
zum  Ersatz  die  dort  wirkenden  inneren  Kräfte  (Normalspannkräfte)  angebracht, 
so  daß  an  dem  Gleichgewichtszustand  nichts  geändert  ist  (Abb.  51).  Der 
Gleichgewichtszustand  des  links  abgetrennten  Teils  ist  in  Abb.  51a  in  größerem 
Maßstab  dargestellt.  Die  Mittelkraft  der  links  vom  Querschnitt  wirkenden 
äußeren  Kräfte  sei  =  B,  in  dem  vorliegenden  Fall  also  =  A  —  Pj.  Sie  wirke  im 
Abstand  z  von  dem  fraglichen  Querschnitt.  Bringt  man  B  in  dem  Querschnitt 
noch  zweimal  in  entgegengesetzter  Richtung  an  (was  auf  den  Gleichgewichts- 
zustand  ohne  Einfluß   ist,   da  die   beiden  Kräfte  sich   aufheben),  so  bilden  die 
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beiden  mit  einem  gefiederten  Pfeil  versehenen  Krälte  R  ein  Kräftepaar  vom 
Moment  Mx  =  B-z.  Auf  den  Querschnitt  wirkt  mithin  aufler  dem  Moment  il/x 
noch  eine  in  der  Ebene  des  Querschnitts  w^irkende  Einzelkraft  B,  welche  die 
Ouerkraft  oder  Scherkraft  des  Querschnitts  genannt  wird. 

Das  Moment  Mx  =  R-z  heiQt  das  Biegungsmoment  oder  Angriffs- 
moment oder  auch  kurz  das  Moment  für  den  Querschnitt,  Da.  B  •  z  das 
statische  Moment  der  Mittelkra.ft  und  dieses  nach  dem  Momentensatz  gleich 
der  Summe  der  statischen  Momente  der  Seitenkräfte  ist,  so  folgt 

Die  Querkraft  V,r  =  Ii=A  —  -P,  ist  gleich  der  Summe  der  an  dem  abge- 
trennten Teil  in  Richtung  des  Querschnitts  wirkenden  äußeren  Kräfte. 

Da  die  Summe  der  Momente  aller  äußeren  Kräfte  aus  Gleichgewichts- 
gründen gleich  Null  sein  muß,  so  folgt,  daß  die  an  dem  rechts  abgetrennten 
Teil  wirkenden  Kräfte  auf  den 
Querschnitt  ein  gleich  großes,  aber 
entgegengesetzt  wirkendes  Mo- 
ment ausüben  müssen.  Es  muß 
also  auch  sein 

Da  ferner  für  alle   äußeren 
Kräfte     die    Gleicbgewichtsbedin- 


ML. 


^ 


-^j- 


Abb.  51. 


' ^I ' 

/P 

B 

=j 

-i 

'                                                          ; 

Abb.  51a. 

fi 

gung  2V=o  zutreffen  muß,  so 
folgt,  daß  die  am  rechts  abgetrenn- 
ten Teil  wirkenden  äußeren  Kräfte 
eine  dem  Vx  gleichgroße,  aber 
entgegengesetzt  gerichtete  Kraft 
bilden  müssen.    Es  muß  also  sein 

Ä-{-B-P,  —  P.,  —  P-,=^  o. 
Mit  ^— Pi=F^  erhält  man    F^  4-5— Pa  —  Pgz^o. 

Daraus  folgt  F^  =  P2  +  P3  —  S- 

Man  kann  daher  folgende  Regeln  für  die  Berechnung  von  Biegungsmoment  und 

Querkraft  aufstellen : 

a)  Das  Biegungsmoment  für  irgend  einen  Querschnitt  ist  gleich  der 
Summe  der  statischen  Momente  aller  links  oder  rechts  vom  Querschnitt 
wirkenden  äußeren  Kräfte,  Bezüglich  des  Vorzeichens  der  Momente  ist  zu 
beachten,  daß  die  oben,  um  den  Schwerpunkt  des  Querschnitts  herumdrehenden 
Momente  als  positiv,  die  entgegengesetzt  drehenden  als  negativ  in  Ansatz 
gebracht  werden  müssen,  so  daß  entweder 

3I^=-\-A'X  —  Pi'^i  oder  Mx  =  +  B  -  x'  —  P2  -h  —  P-s  -h- 
Dabei    empfiehlt    es    sich,    die  Momente    von  der  Seite   aus  zu  berechnen,   an 
welcher  die  wenigsten  Kräfte  wirken. 

b)  Die  Querkraft  für  irgend  einen  Querschnitt  ist  gleich  der  Summe  der 
an  einem  abgetrennten  Teil  in  Richtung  des  Querschnitts  wirkenden  äußeren 
Krälte.  Positiv  zählen  am  links  abgetrennten  Teil  die  nach  oben  wirkenden, 
am  rechts  abgetrennten  Teil  die  nach  unten  wirkenden  Kräfte. 
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Nun  möge  der  fragliche  yuerschnitt  in  größerem  Maßstabe,  und  zwar 
der  besseren  Übersicht  halber  perspektivisch  herausgezeichnet  werden  (Abb.  52). 

Das  Moment  Mx  der  äußeren  Kräfte  werde  durch  das  Moment  eines  in 
der  Ebene  der  äußeren  Kräfte  auf  den  Oaerschnitt  wirkenden  Kräftepaars 
ersetzt,  wodurch  an  der  Beanspruchung  nichts  geändert  wird,  wenn  nur  das 
Moment  des  Kräftepaars  gleich  dem  Moment  Äfx  der  äußeren  Kräfte  ist.  Wählt 
man   dann  die  Seitenkraft  des  Kräftepaars  gleich  P,  so  ergibt  sich  der  Hebel- 

arm  p  aus   der   Bedingung  Mx  =  P-p,    woraus  p=  p 
natürlich  ]>  willkürlich  wählen.     ^ 


Ebensogut  kann  man 


Dann  wird  P  = 


Abb.  52. 


Infolge  dieses 
Moments  treten  in 
dem  Querschnitt,  wie 
bereits  weiter  oben 
ausgeführt  wurde,  in 
den  oberen  Flächen- 
elementen Druck- 
spannungen, in  den 
unteren  Zugspan- 
nungen auf,  die  sich 
geradlinig  über  den 
Querschnitt  ver- 
teilen. 


Ist  die  Spannung  für  ein  Flächenelement  im  Abstand  ,,eins"  von  der 
Nullinie  gleich  (Tj,  so  ist  sie  im  Abstand  r  wegen  der  geradlinigen  Spannungs- 
verteilung V  mal  so  groß.  d.  h.  (1^  ■  r.  Sie  sei  mit  o  bezeichnet.  Da  die  Spannung 
die  Spannkraft  je  Flächeneinheit  ist,  so  entfällt  auf  das  Element  df  im  Abstand  r 
von  der  Nullinie  die  Spannkraft  a  ■  df^^^  o^  ■  r  ■  äf.  Diese  Kraft  ist  lotrecht 
(normal)  zum  Querschnitt  gerichtet  (Norm  alspannkrafti.  Auf  den  Quer- 
schnitt wirken  unendlich  viele  derartige  Spannkräfte  (innere  Kräfte),  die  ober- 
halb der  Nullinie  die  entgegengesetzte  Richtung  haben  wie  unterhalb,  da  sie 
oberhalb  der  Nullinie  Druck-,  unterhalb  der  Nullinie  Zugkräfte  sind. 

Diese  inneren  Kräfte  müssen  den  äußeren,  auf  den  Querschnitt  wirkenden 
Kräften  das  Gleichgewicht  halten.  Da  die  äußeren  Kräfte  aus  einem  Kräftepaar 
bestehen,  müssen  auch  die  inneren  Kräfte  ein  Kräftepaar  bilden,  dessen 
Drehsinn  dem  Moment  der  äußeren  Kräfte  entgegenwirkt.  Da  ferner  die 
Seitenkräfte  eines  Kräftepaars  entgegengesetzt  gleich  groß  sind,  muß  die 
algebraische  Summe  der  Seitenkräfte  gleich  Null  sein,  d.  h.  es  muß 


j  0  •  elf  =^  l  üi '  V  •  df  =:z.  a^  j  V  •  df 


sein,  ffj  kann  nicht  gleich  Null  werden,  da  c,  die  Spannung  im  Abstand  ,,ein^'' 
von  der  Nullinie  ist.  Mithin  muß  jv-df=o  sein.  Da  nun  df-v  das  statisclie 
Moment  des  im  Abstand  v  von  der  Nullinie  liegenden  Flächenelements  df  in 
bezug  auf  die  Nullinie  ist,  so  ist  fdf-  v  das  statische  Moment  des  ganzen  Quer- 


/ 


—      o7      — 

Schnitts  in  bezug  auf  die  Nullinie.  Dieses  kann  aber  nur  dann  gleich  Null 
sein,  wenn  die  Nullinie  Schwerachse  ist. 

Bei  reiner  Biegungsbeanspruchung  muß  daher  die  Nullinie 
durch  den  Schwerpunkt  gehen. 

Jetzt  setzen  wir  eine  von  den  Gleichgewichtsbedingungen  für  räumliche 
Kräftesysteme  an  (die  auf  den  Querschnitt  wirkenden  Kräfte  P  und  a-df 
gehören  ja  einem  räumlichen  Kräftesysteni  an):  „Die  Summe  der  Momente 
aller  Kräfte  in  bezug  auf  die  Kraftlinie  als  Drehachse  muß  gleich  Null  sein". 
Da  die  Seitenkräfte  P  des  Kräfiepaars  die  Drehachse  schneiden,  ist  ihr  Moment 
gleich  Null.  Es  kommen  somit  für  die  Gleichgewichtsbedingung  nur  noch 
die  inneren  Kräfte  a-df  in  Betracht.     Mithin  muß  sein 

a-df-w  —  o  (Abb.  52). 

Setzt  man  cr  =  ^,  •  r,  so  folgt 

I  ö"!  •  V  ■  elf-  w  :=  O. 

Setzt  man  die  Konstante  C^  vor  das  Integral,  so  erhält  man 

(fi  I  r  ■  IC  ■  df'=^  O,   d.  h.  iv  '  w  •  df^  O, 

da  ö,  nicht  gleich  Null  sein  kann.  Jv-iv-df  ist  das  Zentrifugalmoment  des 
Achsensystems  „Kraftlinie  —  Nullinie".  Dieses  kann  nur  dann  gleich  Null  sein, 
wenn  die  beiden  Achsen  konjugiert  sind.  Da  nun  nach  Voraussetzung  die 
Kraftlinie  eine  Hauptachse  ist,  muß  die  Nullinie,  weil  sie  anderseits  durch 
den  Schwerpunkt  geht,  die  andere  Hauptachse  sein.  Ist  der  Querschnitt  also 
gerade  symmetrisch,  wie  hier  vorausgesetzt  wurde,  so  muß  die  Nullinie 
mit  der  Kraftlinie  einen  Winkel  von  90°  bilden. 

Setzt  man  jetzt  eine  Momentengleichung  für  die  Nullinie  als  Drehachse 
an.  ,so  ergibt  sich  die  Bedingung 

P-j)  —  ja-  df-  y  =:  o  bezvv.  mit  a  :^  Gi  ■  r 


<y,   fr~-df=0. 


rp- 

Hieraus  findet  man 

_    P^p^ 
'^-fv^.df 

P-p  ist  das  Moment  Mx  der  äußeren  Kräfte,  Jü- •  (//"das  Trägheitsmoment 
./„  des  Querschnitts  in  bezug  auf  die  Nullinie.     Somit  Avird 

Mr 

Im  Abstand  /■  von  der  Nullinie  erhält  man  alsdann 
O  =  0\  •  V  =  -7—  •  ^'  • 

Für  (;  =  flMbezw.  a«  wird  g  ein  Maximum,  so  daß 

,    Mx  ,     Mx  j  Mx  Mx 

Gu  —  -\-  -j    •  ttu  =  H ^      und  G,,  —  —    j   -ao  — j-  • 

a,,  ■  üo 
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-"   und      "    nennt  man   die  Widerstandsmomente   TF„  bezw.   W,t  des 
Querschnitts.     Mit  dieser  Bezeichnungsweise  erhält  man  daher 

Mr.  31 

^"~~^~W~    (Zugspannung)    und    a,,  = ^-^    (Druckspannung) 

Ist  z.  B.  der  Querschnitt  rechteckig  (Abb.  53), 
so  wird 

h 


mithin 


h  h 


6 


So(-> 


Null  nie 


(T^/vy 


Unit 


Somit  erhält  man 


Abb.  53. 


+ 


und 


W 
W 


"^    &  •  /l2    "~  "^      h-h^ 


6 

h  '■  h' 
6 


6M^ 


In  diesem  Falle  werden  die  beiden  Randspannungen  gleich  groß. 

b)   Schiefe  Belastung-. 

Die  Kraftlinie  falle  nicht  mehr  mit  einer  Hauptachse  zusammen,   so  daß 
schiefe  Belastung  vorliegt  (Abb.  54). 

Zunächst  gelten  bezüglich 
der  Lage  und  Richtung  der  Null- 
linie die  unter  a  hergeleiteten 
Entwicklungen:  fv-df=ounäi 
Jv  •  w  •  df=  o.  Die  erste  Be- 
dingungsgleichung besagt  wie- 
der, daß  die  Nullinie  durch 
den  Schwerpunkt  geht,  die 
zweite,  daß  Kraftlinie  und 
Nullinie  konjugierte  Ach- 
sen sein  müssen,  die  einen 
Winkel  </>  miteinander  ein- 
schließen. Bei  gegebener  Kraftlinie  kann  die  konjugierte  Nullinie  ganz  allgemein 
für  jeden  beliebigen  Querschnitt  mit  Hilfe  des  Mohrschen  Kreises  nach  der  auf 
Seite  31  beschriebenen  Konstruktion  bestimmt  werden,  wodurch  auch  der 
Winkel  (f  gegeben  ist. 

Setzt   man    sodann    eine  Momentengleichung  für  die  Nullinie   als  Achse 
an,  so  erhält  man 

P-p    sing)  —  ja-  df-  v  =  0. 


Abb.  54. 
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Da  C^  er,  ■  V,  so  ist 


woraus 


Dann  ist 


0^  l  v"^  •  df:=^  P  ■  p  •  sin  (p, 


Pp  M^      . 

(f.  =:  -. ^—  ■  sin  tf)  = .  sin  w. 

Jv^-clf  ^         Ju 


M. 


M. 


(Tj  •  ü  z=   ^—  •  y  •  sin  93  =  —  -  •  sin  (f. 


Die  größten  Spannungen  ergeben  sich  für  v^au  bezw.  ao.    Demnach  wird 
(?,,=  +  -^  .  sin  fp  —  +  -j^  '  sin  (f 


und 


il4       . 
(7o  = ^  .  sm  y  = 


sin 


Abb.  55. 


Beispiel. 

Ein  als  Balken  auf  zwei  Stützen  gelagertes  Winkeleisen  sei  durch  eine 
Kraft  P  derart  belastet,  daß  die  Kraftlinie  mit  der  senkrechten  Schwerachse 
zusammenfällt  (Abb.  55). 

Gesucht  ist   die  Spannungs-        1 
Verteilung   in   dem   im  Abstand  x 
vom  linken  Auflager  befindlichen 
Querschnitt. 

Gegeben  sind  das  Biegungs- 
moment 

sowie     die     Querschnittsmomente 
2.  Ordnung  Jx,  Jy  und  Zxy. 
Sodann  ist 

Mx^ 

Wu 


Ou—  + 


y 


und 


Go—  — 


Wo 


V^ 


worin 


W„=: 


Jn 


und  Wo 


Qu  '  Clo 

Jn  ist  das  Trägheitsmoment  in 
bezug  auf  die  Nullinie,  (p  der 
Winkel,  den  die  Kraftlinie  mit  der 
Nullinie  einschließt,  cto  und  Ou  sind 


Vbb.  55  f». 


die  lotrechten  Abstände  der  äußersten  Kanten  des  Querschnitts  von  der  Nullinie. 

Es  ist  daher  zunächst  die  Lage  der  Nullinie  zu  bestimmen.    Die  Nullinie 

ist  die  zur  Kraftlinie  konjugierte  Achse,   die  mit  Hilfe  des  Mohrschen  Kreises 
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nach  der  auf  Seite  31  angegebenen  Konstruktion  gefunden  werden  kann.  Zu- 
nächst tragen  wir  daher  von  dem  Schwerpunkt  S  Jx  +  Jy  auf  der  Y-Achse  in 
irgend  einem  Maßstab  als  Strecken  aut,  ferner  rechtwinklig  zur  F-Achse  das 
Zentrifugalmoment  Zxy  (Abb.  55a),  und  zwar  nach  der  negativen  Seite  der 
X-Achse,  da  Zxy  für  den  Winkeleisenquerschnitt  negativ  ist  (vergl.  Seite  21). 
Alsdann  beschreiben  wir  mit  dem  Durchmesser  Jx  +  Jy  den  Mohrschen  Kreis 
und  verbinden  h  mit  T  bis  zum  Schnitt  mit  dem  Kreise  in  a.  Dann  ist  die 
Gerade  aS  die  Konjugierte  zur  Kraftlinie,  d.h.  die  Nullinie. 

Zieht  man  jetzt  durch  die  äußersten  Kanten  des  Querschnitts  Parallele 
zur  Nullinie,  so  können  die  Abstände  a„  und  a»  sowie  der  Winkel  ff,  den  die 
Kraftlinie  mit  der  Nullinie  einschließt,  abgegriffen  werden. 

Das  Trägheitsmoment  Jn  ist  dann  das  vom  Trägheitshauptpunkt  T  auf 
die  Tangente  im  Punkt  a  gefällte  Lot  (vergl.  Seite  29,  Abb.  45,. 

Nunmehr  sind  die  Spannungen 


Mx      .  ^  ,     Mx 

Oo^ j—  ■  sm  (f    und  0^  =  -f-     ^ 


ff 


tto  Qu 

bestimmt,  wodurch  mit  Hilfe  des  Spannungsdiagramms  die  Spannungsverteilung 
gegeben  ist. 

2.    Zusammengesetzte  Festigkeit. 

a)    Der  <^uerseliiutt  »erde  auf  Bieg:ung:  imrt  Zug-  bezw.  Druck  beansprncht  (Abb.  56). 

'   Auf   den   Querschnitt  F  eines   Freiträgers   wirke   ein  Aloment  3/,    dessen 

Ebene  den  Querschnitt  F  in  der  durch  den  Schwerpunkt  S  gehenden  Kraftlinie 

schneidet   und   eine   im  Schwerpunkt  angreifende   achsiale  Druckkraft  P.     Der 


Zustand I  Zustand II    iy!rklict7er  Zustand 


Abb.  s6. 


-Vbb.  56a.       Abb.  56b 


Querschnitt  F  sei  beliebig  geformt.  Die  Konjugierte  zur  Kraftlinie  ist  gegeben, 
da  sie  für  jeden  Querschnitt  mit  Hilfe  des  Mohrschen  Kreises  bestimmt  werden 
kann.     Sie  schließe  mit  der  Kraftlinie  den  gegebenen  Winkel  7*  ein. 

Wir  untersuchen  den  Einfluß  des  Momentes  und  der  Achsialkraft  getrennt 
voneinander,  zerlegen  also  den  wirklichen  Zustand  in  zwei  Einzelzustände: 

Zustand  I.  Es  wirke  nur  das  Moment  J/  auf  den  Querschnitt,  so  daß 
reine  Biegungfestigkeit  vorliegt,    die  größten  Randspannungen   also  nach  den 


—     41     — 

für    reine  Biegungsfestigkeit    aufgestellten   Formeln    ermittelt  werden    können. 

Man  erhält  allgemein 

M  M       .  .      M  M        . 

Oo   —  —    „r    •  Sin  (p  und  er«  =:  —      ,     •  sin  (p. 

Man  beachte  die  Vorzeichen.  Hier  werden  die  obersten  Fasein  verlängert, 
die  untersten  verkürzt  (Abb.  56 d). 

Das  zugehörige  Spannungsdiagramm  ist  in  Abb.  56  a  dargestellt.  Die 
Nullinie  ist  für  diesen  Zustand  die  Konjugierte  zur  Kraftlinie,  wie  immer  bei 
reiner  Biegungsbeanspruchung. 

Zustand  II.  Es  wirke  nur  die  im  Schwerpunkt  angreifende  achsiale 
Druckkraft  F. 

Infolge    dieser    Belastung    werden    in    sämtlichen    Flächenelementen    des 

P 
Querschnitts  gleich   große   Druckspannungen  ap= ^  hervorgerufen,  da  sich 

die  Kraft  P  gleichmäßig  über  den  ganzen  Querschnitt  verteilt.    Das  Spannungs- 
diagramm ist  daher  ein  Rechteck  (Abb.  56b). 

Wirklicher  Zustand.  Dieser  Zustand  entsteht  durch  Summierung  der 
Einzelzuslände  I  und  II.  Es  sind  daher  die  Diagramme  der  Einzelzustände  derart 
zusammenzulegen,  daß  die  Spannungen  mit  gleichem  bezw.  verschiedenem 
Vorzeichen  addiert  -bezw.  voneinander  abgezogen  werden  können.  So  entsteht 
das  in  Abb.  56c  dargestellte  Diagramm.  Man  erhält  für  die  obere  Rand- 
spannung 

M  /  u     1   .  ,         3/        .  P 

0„  =^  Go    —  ö>  (absolut  genommen)  =  •  sin  (p — 

rr  I,  Jj 

und  für  die  untere  Randspannung 

M  M       .  P 

o„  —  —  (r„    -  Op— ^  '  s\n  <f  —  — . 

Bei  gerader  Belastung  ist  95  =  90°,  sin^=i,  so  daß 

31        P       ,  M        P 

(i„  =  -==7 ==•  und  (>„  ^  — 


W„       F  "~        W„       F' 

Zu  beachten  ist,    daß  in  der  Konjugierten  zur  Kraftlinie  die  Spannung 

P 

gleich ist,  wie  aus  Abb.  56c  hervorgeht. 

Ist  die  Achsialkraft  P  eine  Zugkraft,  so  ändern  sich  natürlich  die  Vor- 
zeichen der  Spannung  Op.     Es  wird  dann 

JW                      P  M.  P 

"■«  =  +  -jf^  '  ^'"  ^  ~^~F  ""^  ^"  ~ W'  •  *'"  ^  +  "J^* 

Die  Nullinie  geht  also  jetzt  nicht  mehr  durch  den  Schwerpunkt,  sondern 
hat  einen  Abstand  n  von  der  Konjugierten  zur  Kraftlinie,  der  wie  folgt  be- 
rechnet wird: 

Nach  Abb.  56a  ist  für  den  Zustand  I  die  Spannung  ö',f  im  Abstanden  von 

M 

der  Konjugierten  zur  Kraftlinie  gleich  n-a^,  wenn  (7/^=^  ^y  sin  f/ die  Spannung 

im   AbStande   ,,eins"   ist.     Für  den  Zustand  II  ist   die  Spannung  in  demselben 
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P 

Abstände  n  gleich ^  (Abb.  56b).  Addiert  man  beide  Spannungen,  so  er- 
hält man  die  Gesamtspannung  im  Abstände  n  von  der  Konjugierten  zur  Kraft- 
linie, die  gleich  Null  sein  muß  (Abb.  56c).     Demgemäß  gilt  die  Gleichung 

M        P  M     .  P 

71  •  Ol    —    ~   =zn-    T-  •  sm  m  —    „  =  O. 
I  J  ^        F 


Setzt  man  noch 

so  findet  man  n  = 


F  '' 
P     J        I 


M    F    siiKp        M     sin  <p ' 


b)  Der  Querschnitt  werde  durch  eine  exzentrisch  angreifende  Achsialkraft  P  (Drnck- 
oder  Zugkraft)  beansprucht  i.\bb.  57). 

Bringt  man  im  Schwerpunkt   des  Querschnitts  die  Kraft  P  noch  zweimal 

■j^-  in    entgegengesetzter  Richtung   an 

li^^"  \^  (wodurch       am      Gleichgewichts- 

"X.        Nv^'^t  zustand  nichts   geändert  wird,    da 

X-^ocJlifOv'  die    Kräfte  P  sich    aufheben),    so 

\  bilden  die   beiden   doppelt  durch- 

-*  slrichenen  Kräfte  P  ein  Kräftepaar 

V       /  vom  Moment  3/=  P-^;.    Es  wirken 

'     /  also  jetzt  auf  den  Querschnitt  das 

■^  Moment  M=P-p    und    eine    im 

■|  Schwerpunkt  angreifende  achsiale 

^  Druckkraft  P. 


Abb.  57. 


Damit  ist  dieser  Fall  auf  den  vorigen  zurückgeführt.  Es  gelten  daher 
genau  die  unter  a)  entwickelten  Formeln: 

31      .  P       ^  31      .  P 

Co  —  -^    •  sm  9)  —  ^  und  (T„  =: ^  •  sm  <jp  —  ^  ; 

_P       i^     _     P  /2     _        ^2 

il/     sin  ^         P'p     sin  93        j)  ■  sin  cp 

p-sincp  ist  der  lotrechte  Abstand  (7  des  Kraftangriffspunktes   der  exzentrischen 
Kraft  von  der  Konjugierten  zur  Kraftlinie.     Somit  ist 

—  iL 

~  Q  ' 

Man  beachte,  daß  die  Konjugierte  zur  Kraftlinie  zwischen  der  Nullinie 
und  dem  Kraftangriffspunkt  der  exzentrischen  Kraft  P  liegen  muß,  wie  auch 
aus  einem  Vergleich  mit  Abb.  56  hervorgeht. 

Beispiel. 

Auf  ein  Widerlager  vom  Querschnitt  h  •  /;  und  Gewicht  G  wirke  eine  den 
Schwerpunkt  schneidende  wagerechte  Kraft  H  (Abb.  58).  Gesucht  ist  die 
Spannungsverteilung  im  Querschnitt  a—a. 

G  und  H  seien  zu  einer  Mittelkraft  R  zusammengesetzt,  die  den  Quer- 
schnitt a — a  im  Punkte  c  schneidet. 
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In  diesem  Punkte  werde  R  wieder  in  H  und  G  zerlegt.    H  kann  bei  Be- 
rechnung der  Spannungsverteilung  vernachlässigt  werden. 

Bringt  man  dann  im  Schwerpunkt  S  des  Querschnitts  a — a  die  Kraft  G 
noch  zweimal  in  entgegengesetzter  Rich- 
tung an,  so  bilden  die  beiden  doppelt 
durchstrichenen  Kräfte  G  ein  Kräfiepaar 
vom  Moment  G  ■  ff,  so  daß  auf  den  Quer- 
schnitt ein  Moment  und  eine  im  Schwer- 
punkt angreifende  achsiale  Druckkraft 
wirken.  Es  liegt  daher  der  unter  b) 
angegebene  Fall  vor. 

Die  Ebene  des  Kräftepaares 
schneidet  die  Querschnittsebene  in  der 
Kraftlinie.  Die  NuUinie  verläuft  parallel 


\^/? 


Abb.  58. 


zur  Konjugierten  zur  Kraftlinie  im  lotrechten  Abstand  n  =  — ,  worin  g  der  lot- 
rechte A-bstand  des  Kraftangriffspunktes  c  von  der  Konjugierten   zur  Kraftlinie 

.    w       J    ■ 

und  ^- =  YT  ist. 

Zunächst  ist  daher  die  Lage 
der  Konjugierten  zur  Kraftlinie  zu 
ermitteln,  eine  Aufgabe,  welche 
mit  Hilfe  des  Mohrschen  Kreises 
gelöst  werden  kann  (Abb.  59). 

Nach  Ermittlung    der  Quer- 

Schnittsmomente  Jr=  ,  Ju  = 

und  Zxtj  =  o  tragen  wir  vom 

Schwerpunkt  5^  in  irgend  einem 
Maßstabe  auf  der  1'- Achse  zuerst  Jx, 
daran  anschließend  Jy  auf  und  be- 
schreiben mit  dem  Durchmesser 
Jx  +  Jy  den  Mohrschen  Kreis.  Der 
Trägheitshauptpunkt  T  liegt,  weil 
Zxy  =  o  ist,  auf  der  Y-Achse.'  Dar- 
auf verbinden  wir  b  mit  T  bis  zum 
Schnitt  mit  dem  Kreise  in  a  und 
ziehen  die  Gerade  aS,  die  dann  die 
Konjugierte  zurKraftlinie  ist(vergl. 
Seite  32,  Abb. 47).  Parallel  zu  dieser 
verläuft  die  Nullinie  im  lotrechten  ^^^-  59- 

i' 
Abstand  ji  =  — ,  und  zwar  derart,  daß  die  Konjugierte  zur  Kraftlinie  zwischen  der 

Nullinie  und  dem  Kraftangriffspunkt  c  liegt,  dessen  lotrechter  Abstand  q  von  der 
Konjugierten   zur  Kraftlinie  dann  aus  der  Zeichnung  abgegriffen  werden  kann. 
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K 
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Ferner   ist  «'"=  W,    worin  ,7,  das  Trägheitsmoment  des  Querschnitts  in    bezug 

auf  die  Konjugierte  zur  Kraftlinie,  das  vom  Trägheitshauptpunkt  T  auf  die 
Tangente  in  a  gefällte  Lot  ist  (vergl.  Seite  29,  Abb.  45).  Auch  dieses  wird  in  dem 
Maßstabe,  in  dem  J^  und  Jy  aufgetragen  sind,  aus  der  Zeichnung  abgegriffen. 
F=b-h. 

Zieht   man  dann   durch   die   äußersten  Kanten  des  Querschnitts  Parallele 

C  (' 

zur  Nullinie,  trägt  auf  der  Konjugierten  zur  Kraftlinie  die  Spannung 


F 


h-h 


auf  (Abb.  59)  und  verbindet  den  Endpunkt  dieser  Spannung  mit  dem  in  der 
Nullinie  gelegenen  Nullpunkt  des  Spannungsdiagramms,  so  sind  die  äußersten 
Randspannungen  ai  und  rr,.  bestimmt.    Sie  werden  in  dem  Maßstabe,  in  welchem 

die  Spannung  — ^    aufgetragen  ist,  abgegriifen. 

§  4.    Berechnung  der  Spannungen  mittels  des  Kerns. 

1.    Definition  des  Kerns  (Abb.  60). 

Ein  beliebig  geformter  Querschnitt  vom  Flächeninhalt  i^  werde  im  Punkt  1 
durch  eine  Kraft  P  exzentrisch  gedrückt,  so  daß  die  Verbindungslinie  \S  die 
Kraftlinie    ist.     Die    Konjugierte    zur  Kraftlinie    ist   mit   Hilfe    des   Mohrschen 


Nullinie  u 


Diagramm  7  Diagramm  Z 

Abb.  60. 


Diagramm  u        Diagramm  o 


Kreises  gegeben,  womit  auch  der  Winkel  c/"  bestimmt  ist,  den  die  beiden  kon- 
jugierten Achsen  miteinander  einschließen. 

Zu    diesem   Kraftangriffspunkt    i    gehört    eine    Nullinie  i    im     lotrechten 

Abstand   »i="=  ri'        von  der   Konjugierten  zur  Kraftlinie  sowie    das  Dia- 
'       qx       F-q\  -•   ^ 

gramm  i. 

Greift  jetzt  die  Kraft  P  auf  derselben  Kraftlinie  im  Punkt  2  an,   so    ent- 


spricht diesem  Kraftangriffspunkt  eine  Nullinie  2  im  Abstand  n., 
und  das  Diagramm  2. 

J 

F 


J 

F.q, 


ist  unverändert  geblieben,  q.,  ist  aber  kleiner  als  r/i,  mithin  »2  größer  als  Vy 
geworden.  Die  Nullinie  hat  sich  also  von  der  Konjugierten  zur  Kraftlinie  entfernt. 
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Es  wird  schließlich  auf  derselben  Kraftlinie  einen  Kraftangriffspunkt  u  geben, 
zu  dem  eine  Nullinie  u  gehört,  welche  die  Umhüllungslinie  des  Querschnitts 
gerade  tangiert  und  von  der  Konjugierten  zur  Kraftlinie   den  Abstand  Ho  hat. 

i'  J 

Zwischen    r/„   und    iio    besteht    dann    die    Beziehung    «o=v^=w   ,    ■     Jst  «o 

gegeben,   so  kann  ^„  und   damit   der  Punkt  n   berechnet  werden.     Man  findet 

—  __Z     -    ''"   — -^ 
^^"—  F-iio^   F   ^    F  ' 

Hierzu  gehört  dann  das  Diagramm  n,  das  nur  ein  Vorzeichen  hat. 

Man  nennt  einen  derartigen  Kraftangriffspunkt  n,  dem  nur  Spannungen 
gleichen  Vorzeichens  entsprechen,  einen  Kernpunkt. 

Sinngemäß  findet  man  die  Lage  des  oberen  Kernpunktes  o  aus  der  Gleichung 

J 

_   i-  _      J  jiu^  _  W„ 

""-  (U  "  F-qo'  '^"~   F    ~    F  ' 
Eine  Last  P  im  Punkt  o  hat  daher  das  Diagramm  o  zur  Folge. 

Berechnet  man  auf  diese  Weise  für  eine  ganze  Schar  von  den  Querschnitt 
tangierenden  NuUinien  die  zugehörigen  Kraftangriffspunkte  und  verbindet  sie 
miteinander,  so  entsteht  die  Kernlinie.  Die  von  der  Kernlinie  eingeschlossene 
Fläche  heißt  der  Kern  des  Querschnitts. 

Man  kann  daher  sagen:  Rollt  die  Nullinie  auf  der  Umhüllungs- 
linie des  Querschnitts,  so  beschreibt  der  zugehörige  Kraftangriffs- 
punkt den  Umfang  des  Kerns. 

Bei  der  Berechnung  der  Kern-  fju//-n,e  j 

punkte  beachte  man,  daß  die  dem 
betr.  Kernpunkt  entsprechende 
Nullinie  den  Querschnitt  an  keiner 
Stelle  schneiden  darf.  Bei  ein- 
springenden Ecken  muß  daher  die 
Nullinie  nach  Abb.  61  gefegt 
werden. 

Wiikt  die  Last  P  im  Punkt  3 
(Abb. 61),  also  innerhalb  des  Kerns, 

SO  ist  W3  =  ^r^7  .      Da    q^     noch 


F-qs  ■ 


/ 


kleiner  geworden  ist, -77  sich  aber 
nicht  geändert  hat,    so  ist  «3  noch   größer  geworden.     Die  Nullinie  hat  daher 
keinen  Punkt  mehr   mit   dem  Querschnitt    gemeinsam.      Diesem  Kraftangriflfs- 
.punkt  3  entspricht  daher  das  Diagramm  3,   das   ebenfalls  nur  ein  Vorzeichen 
hat.    Man  kann  also  sagen: 

Kräfte,    die    auf   der  Kernlinie    oder    innerhalb   des   Kerns    an- 
greifen, haben  nur  Spannungen  einerlei  Vorzeichens  zur  Folge. 

Von    großer  Wichtigkeit   ist  die  Kenntnis  des  Kerns    für  Baumaterialien, 
die    gewisse    Spannungen    gar    nicht   oder    nur   in    geringem    Maße     ertragen 
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können,  z.  B.  für  Mauerwerk  oder  Beton,  die  im  wesentlichen  nur  geeignet 
sind,  Druckspannungen  aufzunehmen.  Man  wird  bei  derartigen  Bauwerken  die 
Druckkräfte  nur  innerhalb  des  Kerns  oder  höchstens  auf  der  Kernlinie  angreifen 
lassen.  Aber  auch  für  andere  Materialien,  die  sowohl  für  Zug-  als  auch  für 
Druckspannungen  geeignet  sind,  wird  die  Kenntnis  des  Kerns  zur  schnellen 
Berechnung  der  Spannungen  von  Wichtigkeit  sein.  Es  lassen  sich  nämlich  sehr 
einfache  Formeln  für  die  größten  Randspannungen  aulstellen,  wie  nachstehende 

ö-„  Untersuchung  zeigt: 

Der  Querschnitt  F,  dessen 
Kern  und  Konjugierte  zur  Kraft- 
linie gegeben  sei,  werde  durch 
eine  Kraft  F  exzentrisch  gedrückt 
(Abb.  62).  Nach  Seite  42  ist  dann 
die  obere  Randspannung 
P    ,     31      . 

P    ^    31      . 


Abb.  62. 


Anderseits  besteht  die  Beziehung 


P^.P^ 


sm  (t 


Ur 


(vergl.  Seite  45)  =  ^-^ 


J 


Ä'm  •  sin  gj  "      "  •■"        l*  •  fCu '  sm  (f 

J  ist  das  Trägheitsmoment   in  bezug  auf  die  Konjugierte  zur  Kraftlinie. 
J 


Setzt    man   no  = 


Oo 


F  •  ku  ■  sin  (f 

sin  (p 


P        P-p 

P_ 
F 


in  die  für  Oo  aufgestellte  Gleichung  ein,    so  wird 
J 


Aus   der  Gleichung  Wo 


F-hu'  sin  (f 

Pp  _P  (     ^   I    p\_P  (p-K\_I*'r„ 
'^F-k,-F\         '^kJ-F\     Z;„     )-  F'h\ 

J  ....„,  J 


F  -ku-  sin  (p 


ergibt  sich  F  •  ku  = 


Vo  •  sm  (f 


daher 


Oo  — 


P 


J 


•  sm  (f  =1 


Pr^ 


sm  (^  = -|- -^r- .  sin  <f, 


7io  •  s\n  (f! 

worin  Mu  das  Moment  für  den  von  der  Kraftlinie  geschnittenen  unteren  Kern-, 

punkt  u  (Kernmoraent)  bedeutet. 

Sinngemäß  findet  man 

P        31      . 
___^.sm.;. 


(r„r= 
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Mit 

wird  dann 


Ou  =  -  ^  - 


ko'S\n(p       F 'ko- sin  (p 
P -p  ■  sin  {f  J  P 


J 


__  P 

~        F 

Hierin    ist   F-  ko  = 


F -ko- sin  (p 


p-p 

F       F'ko 
P'r„ 


J 


Uu  ■  sm  (f 


(aus  der  für  7iu  aufgestellten  Gleichung). 


Daher  wird 


(J„  — 


J 


Sin  (f  =z 


iL« 

w,. 


•  sin  (f. 


Mo  ist  das  Moment  für  den  oberen  von  der  Kraftlinie  geschnittenen  Kern- 
punkt o. 

Fällt  die  Kraftlinie  mit  einer  Hauptachse  zusammen,  was  in  der  Regel 
der  Fall  ist,  so  schließt  sie  mit  ihrer  Zugeordneten  den  Winkel  (p  =  go°  ein, 
so  daß  sin  7"  =  1  wird.     Alsdann  ist 

^«  =  +  ^7  ""^  ""  =  -T^' 

Greift  die  Druckkraft  P  innerhalb  des 
Kerns  an,  so  sind  die  Vorzeichen  natürlich 
beide  negativ  (Abb.  63).    Man  erhält  daher 


Oo  = 


<y»  = 


Wo 

Mo 


W,. 


sin  <f  = 


sin  (f 


Wo 

W.. 


sin 


9 


sin  <f. 


Ist    die  Kraft  F  eine  Zugkraft,    so 
sind  sämtliche  Vorzeichen  umzukehren. 

Für  den  auf  Biegung  beanspruchten  Balken  oder  Bogen  lauten  die  Formeln 
sinngemäß  ebenso,  nur  gilt  für  die  obere  Randspannung  das  negative,  für  die 
untere  das  positive  Vorzeichen,  da  oberhalb  der  Nullinie  Druck-  und  unterhalb 
Zugspannungen  herrschen.     Demgemäß  ist 


<T„  = 


M„  .Mo 

—    und  G„ =  + 


W 


W,, 


Nachstehend  möge  zunächst  für  einige  häufiger  vorkommende  Querschnitte 
der  Kern  bestimmt  werden. 

a)  Der  Rechteckquerschnitt  (Abb.  64). 

Wir  geben  der  Nullinie  zunächst  die  Lage  I.  Die  ihr  entsprechende 
Konjugierte  zur  Kraftlinie  verläuft  parallel  zur  Nullinie  und  geht  durch  den 
Schwerpunkt,  fällt,  also  mit  der  X-Achse  zusammen.  Der  zugehörige  Kern- 
punkt u   liegt    auf  der  Kraftlinie,    mithin    auf  der  Zugeordneten  zur  A'- Achse, 
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d.  h.  auf  der  Y-Achse,  und  zwar  im  Abstand  ku 


F 


von  der  X-Achse.    Wo  ist 


das  Widerstandsmoment  in  bezug  auf  die  Konjugierte  zur  Kraftlinie,    d.  h.  in 
bezug  auf  die  X  Achse.     Man  erhält  daher 


h,= 


W. 


b'h 


Entsprechend  findet  man 

I  I 

I  I 

/ 


F 


Sinngemäß  findet  man  für  die  Lage  II  der 
Nullinie  die  zugehörigen  Kernpunkte  l  und  r  mit 
Hilfe  der  Gleichungen 

Wr  Wu  6  h 

F 


h 


und 


hr 


= 

W 

F    ~ 

6 

Wi 
F 

~~   F 

h 
~  6  ' 

Abb.  64. 


liegen 


Die    Kernpunkte    0   und    11   bezw.    l   und 
daher  auf  den  Drittelpunkten  der  Y-  bezw.  X-Achse. 

Die  Verbindungslinien  der  gefundenen  Kernpunkte  schließen  dann  den 
Kern  des  Querschnitts  ein. 

b)   Das  Dreieck  (Abb.  65). 

Wir  geben  der  Nullinie  zunächst  die  Lage  I.  Die  ihr  entsprechende 
Konjugierte  zur  Kraftlinie  verläuft  parallel  zur  Nullinie  und  geht  durch  den 
Schwerpunkt,  fällt  also  mit  der  X-Achse  zusammen.     Die  Kraftlinie  ist  daher 

die     Mitteltransversale 
"'  (F- Achse),  denn  für  das 

Achsensystem'X — Y  ist 
das  Zentrifugalmoment 
gleich  Null,  weil_  der 
Querschnitt  in  bezug 
auf  die  F-Achse  schief 
symmetrisch  ist.  Auf 
dieser  Kraftlinie  muß 
der  zugehörige  Kraft- 
angriffspunkt 1    liegen, 


\^  ^^      Abb.  65. 

und  zwar  im  lotrechten  Abstand 


b-h' 


^  t/Konj.  I 

^^~  m         F-ni 


von  der  Konjugierten  I  (X-Achse). 


J. 

36     __  h 

b'h     h   ~ 
2        3 

b'h^         6 
6 

49     — 


Gibt  man  weiter  der  Nullinie  noch  die  Lagen  II  und  III,  berechnet  die 
zugehörigen  Kernpunkte  2  und  3  und  verbindet  diese  miteinander,  so  erkennt 
man  leicht,  daß  der  Kern  des  Dreiecks  ein  ähnliches  Dreieck  ist,  dessen  Schwer- 
punkt mit  dem  Querschnittsschwerpunkt  zusammenfällt. 

c)  Der  Kreisquersehnitt  (Abb.  66). 

Für  die  beliebige  Lage  I  der  Nullinie  ist  die  parallel  zu  ihr  verlaufende 
X-Achse  die  Konjugierte  zur  Kraftlinie.  Da  diese  eine  Hauptachse  ist,  so  muß 
auch  die  Kraftlinie  als  Zugeordnete  zur 
X-Achse  eine  Hauptachse  sein,  d.  h.  sie 
muß  mit  der  X-Achse  einen  Winkel  von 
90°  einschließen.  Die  Y-Achse  ist  mithin 
die  zur  Nullinie  I  gehörende  Kraftlinie.  Auf 
ihr  muß  der  zugehörige  Kernpunkt  0  liegen. 


und  zwar  im  Abstand  ko  = 


F 


worin  TF, 


das  Widerstandsmoment  in  bezug  auf  die 
Konjugierte  zur  Kraftlinie,  d.h.  die  A'-Achse 

ist.     Man  findet 

n  •  r* 


w,^^¥,^ 


Jx 


n  •  r 


Abb.  66. 


Somit  erhält  man 


4 


ho—j^    —   p    —  ^.^ 


r 


Berechnet  man  so  für  eine  Schar  von  den  Querschnitt  berührenden  Null- 
linien die  zugehörigen  Kernpunkte,  so  findet  man,  daß  alle  den  gleichen  Ab- 
stand —  von    der   zugehörigen  Konjugierten   zur  Kraftlinie   haben.     Der  Kern 

2r 


4 


ist    daher    ein  Kreisquerschnitt  vom  Radius 


d)   Der  I- Querschnitt  (Abb.  67). 

Man  findet  genau  wie  beim  Rechteckquerschnitt 

ko  =  /Cu=  -^-    und 

Wx,    Wy    und    F   können     aus    Profiltabellen    entnommen 
werden. 


hl  —  ft^  —    jp 


Abb.  67. 


e)   Der  genietete  Trägerquerschnitt  (Abb.  68). 

Nach  Ermittelung   der  Schwerpunktslage  und  der  Trägheitsmomente  Jx 
und  Jy  findet  man 

Wu  ,    ,  Wo 

und   ky,=^  -^— , 


l'r 


F 


J. 


worm 

Kirchhoff,  Statik.  I 


Wu=—  und    Tr«z= 

a,.  ö« 


öO     — 


Ferner  ist 


W 


Ahb.  6N. 


Hierin  ist 


worin 


Ti; 


2 


f)   Der  C-Querschnitt    Abb.  69. 

Die  Schwerpunktslage  sowie  Jx 
und  J,j  werden  aus  Profiltabellen  ge- 
funden.    Dann  ist 


k^  —  Kl, 


-^     ,■  worin  Tl.r=r:-^ 

r  h 


Abb.  69. 


Wr  —  ^   und   117 

ttr 


Ferner  ist 
TT' 


Tr 


/.:;  =   -:^-     und    /.V  =:    ^ 


ai 


gj    Der  Winkeleiseuquerschuitt  (Abb.  70). 

Das  Beispiel  ist  sehr  lehrreich  und  zeigt  ganz  allgemein  die  Berechnung 
der  Kernpunkte  eines  beliebigen  unsymmetrischen  Querschnitts. 

Gegeben  seien  die 
Lage  des  Schwerpunk- 
tes sowie  die  Quer- 
schnitlsmomente  Jx.  J,i 
und  Zxy  für  das  recht- 
winkligeSchwerachsen- 
system  A' — Y  (vergl. 
§  2,  i,  Seite  20). 

Zuerst  geben  wir 
der  Nullinie  die  Lage  I. 
Die     Konjugierte     zur 

Kraftlinie  verläuft 
parallel  zur  Nullinie  I 
und  muß  durch  den 
Schwerpunkt  gehen, 
fällt  also  mit  der  X- 
*^  Achse  zusammen.  Die 
zugehörige  Kraftlinie  ist 
daher  die  Konjugierte 
zur  A  Achse,  die  nach 
Seite  31  mit  Hilfe  des 
Mohrschen  Kreises  ge- 
funden      wird.        Wir 


—     öl 


zeichnen  demgemäß  mit  dem  Durchmesser  .4- +  ^v  einen  Kreis  und  bestimmen 
den  Trägheitshauptpunkt  T  durch  rechtwinkliges  Absetzen  des  Zentrifugal- 
moments Zx,/  von  der  Y-Achse.  Nach  Seite  21  ergab  «ich  Zx,,  negativ,  so  daß 
es  nach  der  negativen  Seite  der  X-Achse  abgetragen  werden  muß.  Die  Kon- 
jugierte zur  X-Achse  finden  wir  nun,  wenn  wir  den  Schnittpunkt  der  X-Achse 
mit  dem  Kreise  (in  diesem  Falle  S)  mit  T  verbinden,  diese  Gerade  zum  Schnitt 
mit  dem  Kreise  in  aj  bringen  und  «i   mit  dem  Schwerpunkt  verbinden,    a^ — S 

ist  alsdann  die  Konjugierte  zur  X  Achse,  also  die  Kraftlinie  I.    Auf  dieser  liegt 

{2  j , 

der  Kernpunkt  1  im  lotrechten  Abstand  r/,  =  —  =   „  "^      von  der  X-Achse. 
^  -"       iii        F   »I 

Sodann  geben  wir  der  NuUinie  die  Lage  II.  Die  Konjugierte  zur  Kraft- 
linie ist  dann  die  1'- Achse,  die  Kraftlinie  II  ist  daher  die  Konjugierte  zu 
dieser  Achse,  die  wie  die  Kraftlinie  I  mittels  des  Mohrschen  Kreises  gefunden 
wird.     Der  zugehörige  Kernpunkt  2  liegt   auf  dieser  Kraftlinie  II  im  lotrechten 

Abstand   7.,-         =    ^^     .    Alsdann  erhält  die  Nullinie  die  Lage  III.     Die  Kon- 
^-       n.,       r  ■  Hi  *= 

jugierte  III  geht    wieder    durch   S  und  verläuft  parallel  zur  Nullinie  III.     Die 

Kraftlinie  III  findet  man   wie  vor  mittels   des  Mohrschen  Kreises.      Der  Kern- 

punkt  3  liegt   im  lotrechten  Abstand  </■!  =  ---=  n^^    von  der  Konjugierten  III. 

J-i  findet  man  mit  Hilfe  des  Mohrschen  Kreises  als  Trägheitsmoment  in  bezug 
auf  die  Konjugierte  III.  Man  bringt  diese  also  zum  Schnitt  mit  dem  Kreise, 
zeichnet  im  Schnittpunkt  die  Tangente  an  den  Kreis  und  fällt  vom  Trägheits- 
hauptpunkt T  das  Lot  auf  die  Tangente.  Dieses  ist  dann  =  Jo,  und  muß  in  dem 
Maüstab  abgegriffen  werden,  in  welchem  ./.i,  J,/ und  i^x- ,/ aufgetragen  sind. 

Die  Abstände  n  der  NuUinien  von  den  zugehörigen  Konjugierten  zu  den 
Kraftlinien  werden  durch  Abgreifen  aus  der  Zeichnung  entnommen. 

Entsprechend  findet  man  noch  mittels  der  Nullinien  IV  und  V  die  Kern- 
punkte 4  und  5. 

Durch  Verbindung  der  K.ernpunkte  1  bis  5  erhält  man  dann  die  Kern- 
linie, welche  den  Kern  des  Querschnitts  einschließt. 


2.    Beispiele  zur  Berechnung  der  Spannungsverteilung. 

1.  Gesucht  sei  die  Spannungsverteilung  in  dem  im  Abstand  x  vom  linken 
.Auflager  gelegenen  Querschnitt  eines  durch  eine  schräge  Kraft  P  belasteten 
hölzernen  Balkens  von  rechteckigem  Querschnitt  (Abb.  71). 


Abb.  71. 


Der  Auflagerdruck  B  an    dem    beweglichen  Auflager   muß   (wenn  man, 
wie  üblich,   von   den  Reibungswiderständen   der  Gleitbahn    absieht)   senkrecht 

4'^ 
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zur  Gleitbahn  gerichtet  sein.  Da  drei  Kräfte  nur  dann  im  Gleichgewicht 
sein  können,  wenn  sie  sich  in  einem  Punkt  schneiden,  so  muß  der  Auf- 
lagerdruck Ä  durch  den  Schnittpunkt  von  B  und  P  gehen.  Die  Größe  von  A 
und  B  findet  man  dann  entweder  zeichnerisch  durch  Zerlegung  der  Kraft  P 
nach  den  Richtungen  von  A  und  5  oder  durch  Rechnung  mit  Hilfe  von  Momenten- 
gleichungen für  die  Punkte  l  und  r. 

Nunmehr  können  die  Randspannungen  mittels  der  Formeln 


(fn  = 


Wo 


und  Cu  =z  -|- 


Mo 

Wu 


bestimmt  werden.  Nach  Bestimmung  der  Kernpunkte  o  und  «,  die  für  den 
rechteckigen  Querschnitt  durch  Drittelung  der  Kraftlinie  gefunden  werden, 
berechnet  man   die  Kernmomente  Mu  und  Mo,  und  zwar  am  bequemsten  vom 

links  abgetrennten  Teil  aus,  weil  hier  nur  eine 
Kraft  wirksam  ist.     Man  erhält  demgemäß 


tY 


Oo('l 


Mit 


Mu  =  +  A  •  Yu  und  Mo  - 


---VA 


öi^w 


Abb.  72. 


ist  alsdann 


(S,.  —  — 


6'A-rji         ,   ^  ,    6-A 


b-h' 


Damit  ist  das  Spannungsdiagramm  bestimmt  (Abb.  73).     Die  größte  Spannung 
ist  Go,  da  ru>ro  und  ao  von  r«  abhängt. 

.2.    Gesucht  ist  die  Spannungsverteilung 

in  dem  Einspannungsquerschnitt  des  in  Abb.  73 

dargestellten,        durch 

eine  Einzellast  am  Ende 

belasteten    Freiträgers. 

6-fffrj   Der     Querschnitt      sei 

rechteckig,   so  daß  die 

Kernpunkte     0    und    u 

'^x  durch    Drittelung     der 

Kraftlinie         bestimmt. 

sind. 

Man  findet 
J£>  =  —  P  •  Vo  und. 

14  =  -p.>v 


-  + 


b  •  7^2 
b'h^ 
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Man  beachte,  daß  das  Widerstandsmoment  in  bezug  auf  die  Konjugierte 
zur  Kraftlinie,  also  die  A'-Achse  zu  nehmen  ist.  Die  größte  Spannung  ist  a,,, 
da  ro  >  in  und  a»  von  Vo  abhängt. 

3.  Gesucht  ist  die  Spannungsverteilung  des  im  Abstand  x  vom  linken 
Auflager  befindlichen  Querschnitts  eines  Dreigelenkbogens  (Abb.  74).  Der 
Ouerschnitt  sei  gegeben  (Abb.  74a). 

Die  Kernpunkte  0  und  n  sind  bestimmt  mittels  der  Formeln 

/^•o  —   T^     und  7cu  —  -^  ,  worm  TV«  =  -     ,  11  „  =  — - 

und  F  der  Flächeninhalt 
des  Querschnitts  ist.  Die 
Rand&pannungen  findet 
man  dann  mit  Hilfe  der 
Formeln 


<y« 


—  t:-r  und 


+ 


Abb.  74. 


'^  r 


M-a.  und  Mo  sind  die  Kern- 
momente für  die  Kern- 
punkte n  und  0. 

Um  diese  bestimmen  zu  können,  müssen  zunächst  die  Stützenwiderstände 
Kl  und  Kr  nach  Größe  und  Richtung  bekannt  sein.  Da  nur  die  linke  Scheibe 
belastet  ist  (der  Bogen  selbst  ist  als  gewichtslos  anzusehen,  weil  nur  der  Einfluß 
der  Last  P  gesucht  ist),  so  muß  der  Stützenwider- 
stand Kr  durch  das  Scheitelgelenk  gehen,  weil 
sich  andernfalls  die  unbelastete  rechte  Scheibe 
um  das  Scheitelgelenk  drehen,  der  Gleichgewichts- 
zustand also  gestört  würde.  Der  linke  Stützen- 
widerstand Kl  ist  dann  bestimmt  durch  die  Be- 
dingung, daß  die  Kräfte  P.  K-  und  Ki  sich  in  einem 
Punkt  schneiden  müssen.  Die  Größen  von  Kj  und 
Kr  findet  man  sodann  durch  Zerlegung  von  P  nach 
den  Richtungen  von  Ki  und  A',-. 

Nunmehr  findet  man  (vom  links  abgetrennten 
Teil  aus) 

M^  =z  -I-  Kl .  Tu  und  3Io  =  -^Kt 

Mithin  wird 


Abb.  74  a. 


und 


o-^^ 


<?«==  + 


Wo 
Mo 

W. 


~~         Wo 


Durch  Auftragen    der    errechneten    Spannungen    ist    das   Spannungsdiagramm 
und  damit  die  Spannungsverteilung  bestimmt  (Abb.  74a). 
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Abb.  73. 


§  5.  Berechnung  der  Schubspannungen  in  einem  auf  Biegung  beanspruchten 

Querschnitt. 

Belastet  man  zwei  lose   übereinander  liegende  Balken,   so  verbiegen  sie 
sich    einzeln    nach  Abb.  75,    da    sich   jedesmal    die    oberen   Fasern  verkürzen 

und  die  unteren  verlängern.    Die  beiden  Balken 
verschieben  sich  also  gegeneinander. 

Verbindet  man  sie  nun  z.B.  durch  eingelegte 
Dübel  miteinander  (Abb.  75  a)  so  w^ird  die  gegen- 
seitige Verschiebung  durch  die  Dübel  verhindert. 
Es  müssen  daher  in  der  Richtung  der  Achse 
des  Balkens  Kräfte  auftreten,  welche  die  Dübel 
auf  Abscheren  beanspruchen.  Man  nennt  diese 
Kräfte  Schubkräfte. 

In  nachstehender  Entwicklung  soll  die  Be- 
rechnung der  Größe  der  Schubkraft  für  einen 
beliebigen,  im  Abstand  x  vom  linken  Auflager  gelegenen  Querschnitt  gezeigt 
werden.  Die  Querschnittsform  sei  beliebig.  Die  Kraftlinie  falle  mit  einer 
Hauptachse  zusammen. 

Gegeben  ist  das  Moment  'Mx=  A  •  x 
für  den  fraglichen  Querschnitt  (Abb.  76). 

Wir   führen    in    den  Abständen  x  und  x-^-dx   vom    linken   Auflager   je 
einen   senkrechten  Schnitt   durch   den  Balken,   außerdem  noch   in   dem  heraus- 


Abb.  75  a. 


Pi  •  ^  und  die  Querkraft  Qx  =  A  —  P, 


i^ 


I  I 
I  I 


Abb.  76. 


Abb.  76  a. 


geschnittenen  Balkenelement  einen 
wagerechten  Schnitt  in  der  Rich- 
tung der  Balkenachse  und  unter- 
suchen den  Gleichgewichtszustand 
des  unteren  abgetrennten  Teils  mit 
der  Schnittfläche  I,  der  parallelen, 
im  Abstand  dx  von  I  liegenden  Schnittfläche  II 
und  der  wagerechten  Schnittfläche  III,  nach- 
dem vorher  an  den  Schnittflächen  die  dort 
wirkenden  inneren  Kräfte  angebracht  sind, 
so  daß  Gleichgewicht  vorhanden  ist  (Abb.  76  a) 
Auf  die  Fläche  I  wirken  die  von  den 
Biegungsspannungen  herrührenden  Normal- 
spannkräfte G-df  (vergl.  §3,  1,  a,  Seite  36), 
die   normal    zur    Fläche,    also    parallel    zur 


Balkenachse  gerichtet  sind.    Die  Mittelkraft  dieser  Spannkräfte  ist  A^j  =/ö' •  d  f. 
Setzt  man  nach  Seite  37  0=^     j    •  r,  so  wird 


-f..äf-. 


J  I    '"'-  J 

worin  2  das  statische  Moment  der  Fläche  I  in  bezug  auf  die  Null- 
linie, J  das  Trägheitsmoment  des  ganzen  Balkenquerschnitts  in  bezug 
auf  die  Nullinie  ist. 


O.) 


so   ist 


a;. 


Da  die  Fläche  II  im  unendlich  nahen  Abstand  ilx  von  der  Fläche  I  liegt, 

(14  +  clM,)  2 
J 

denn   die  Momente   tür  die  beiden  in  unendlich   kleinem  Abstand   voneinander 
liegenden  Querschnitte  unterscheiden  sich  nur  um  ihr  Differential. 

In  der  Schnittfläche  III  wirkt  endlich  noch  —  ebenfalls  in  der  Richtung 
der  Balkenachse  —  die  Schubkraft  T,  die  den  oberen  Balkenteil  gegen  den 
unteren  zu  verschieben  sucht.  Es  liegt  also  ein  räumliches  Kräftesystem  vor. 
Setzt  man  dann  die  Gleichgewichtsbedingung  „Summe  aller  in  Richtung  der 
Balkenachse  wirkenden  Kräfte  gleich  Null"  an,  so  ergibt  sich  Ni  +  T — ^^1  =  o, 


d.  h. 


31, 


J 


+  T-(l/,  +  fU4) 


J 


o, 


woraus 


T=^dM.. 


Zwischen  Moment  und  Querkraft  besteht  nun  die  Beziehung 

d3rr 


ddc 


=   Q.r, 


also  äMx=^  Qx-  dx  (vergl.  III.  Abschnitt,   §  6,    i,   Seite  62).     Setzt  man   diesen 
Wert  in  die  für  T  aufgestellte  Gleichung  ein,  so  erhält  man 

3 


T^Q, 


J 


dx. 


Das   ist    die  auf  die  Länge  dx    des   Balkens   entfallende  Schubkraft.     Auf  die 
Längeneinheit  entfällt  dann  die  Schubkraft 


T,  =  Q. 


©     dx 
J     dx 

Die  Schubspannung  im  Querschnitt  III  erhält  man,  wenn  man  die  auf 
den  Querschnitt  III  wirkende  Schubkraft  durch  den  Flächeninhalt  des  Quer- 
schnitts dividiert,  d.  h. 

e       dx    Q...  •  S 

J    tv-dx         ff '  tr 


Q. 


Beispiele. 

1.  Der  Querschnitt  sei  rechteckig 
(Abb.  77).  Die  Kraftlinie  falle  mit  der 
A'-Achse  zusammen.  Gesucht  ist  die  .^_. 
Schubspannung  im  Abstand  x  von  der 
Nullini e  (X-Achse). 

3    ist    das    statische  Moment    des 

schraffierten  Querschnitts   in  bezug  auf 

die  Nullinie 

h       h         ,  X 

■ 0  '  X  •  — 

24  2 


—  h- 


=m-^ 


h  — 


.\bb. 
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J  ist  das  Trägheitsmoment  des    ganzen   Querschnitts  in    bezug  auf  die 


Nullmie  = ;  tv  =  h.    Somit  wird 

12 


..4(f--)_«<?^(|--) 


12 


■b 


4 
b"¥ 


Trägt   man  diese  Spannungen    für  eine  Reihe   von  Werten  x  von    einer 
Geraden    als    Ordinalen    ab,    so    erhält    man    das    Spannungsdiagramm.      Für 
h 


wird  Tx  =  o. 
Für  x  =  o  erhält  man 


4 

b¥ 


3   .     <3x     _   Z     Qx 
2       b  ■  h  2      F 

Dort,    wo    die  Biegungsspannungen   am  größten   sind,    sind   daher    die   Schub- 
spannungen am  kleinsten  und  umgekehrt. 

2.  Der  Querschnitt  sei  kreisförmig  (Abb.  78).    Man  erhält  3  =  /'-i|/,  worin 
/■==  Querschnitt  des  schraffierten  Kreisabschnitts  ist. 

n  — 


Daher  wird 


/■• 


10^ 


12  f 


12 


Mit  J= wird  sodann 

»/  4 


J-  w 


Abb.  78. 
I 

3 


Qx 


Setzt  man 


4  (r^  —  a;2)  = 


gx 

n  •  r 


12          I 

Qx  •  «'^^ 

TT-r*               3 

7r  •  r* 

4 

,  ,.2  —  3j2^  so  wird 

>         /               -y2\ 

(-.) 


Für  a;  =  r  wird  wieder  Tx  =  o  und  für  x  =  o  ist 

_  4        ^x     _  4      öx 
'^^-   3   '  71.»'=^-   3   '.i^' 
wenn  i^  der  Kreisquerschnitt  ist. 

Also  auch  hier  erkennt  man,  daß  die  Schubspannungen  dort  am  größten 
werden,  wo  die  Biegungsspannungen  am  kleinsten  sind  und  umgekehrt. 

3.     Der    Querschnitt    sei    I-förmig    (Abb.   79).     Im      Schnitt   I — I     wird 

^1  =  -^^ — t,  worin  ©j  das  statische  Moment  des  unter  I—I  gelegenen  Flächen- 

teils  in  bezug  auf  die  NuUinie,  /  das  Trägheitsmoment  des  ganzen  Querschnitts 
in  bezug  auf  die  Nullinie  ist. 


Di       — 


Kroßflinie 


Im  Schnitt  II— II  wird  ^n^      i — ~^-    ^ii'  <^^s  statische  Moment  des  unter 

II— II  gelegenen  Flächenteils  in  bezug  auf  die  Nullinie,  hat  sich  nur  wenig 
gegen  äj  geändert,  da  ja  der  Flansch  den  Hauptbeitrag  zu  dem  statischen 
Moment  des  Flächenteils  liefert.  Dagegen 
ist  M-ji  innerhalb  des  Stegs  erheblich 
kleiner  als  ic^,  rjj  daher  erheblich  größer 
als  ^i.  Im  Steg  sind  also  die  Schubspan- 
nungen gegenüber  den  Schubspannungen  MuiÄruz.^. 
in  den  Flanschen  sehr  groß.  Ein  anschau- 
liches Bild  der  Verteilung  der  Schub- 
spannungen zeigt  Abb.  79. 

Praktische  Anwendung  findet  die 
Theorie  der  Schubspannungen  bei  der  Be- 
rechnung des  verdübelten  Balkens  sowie 
des  Nietabstandes  der  Gurtniete  von  Blechbalken  bezw.  Blechbögen. 


'1^- 


Abb.  70. 


1.    Der  verdübelte  Balken  (Abb.  80). 
Die   Querkraft  zwischen   zwei  Dübeln,  z.  B,  zwischen   dem   zweiten  und 
dritten,  sei=^  =  A  — P^  (Abb.  80).    Auf  den  zweiten  Dübel  wirkt  eine  Schub- 
kraft von  derGrößeT=^~^  •  c  (für  die  Längeneinheit  ist  die  Schubkraft  =  ^-^, 

0  •  <B 
auf  die  Strecke  c  entfällt  daher -^ 

2   ist  das   statische  Moment  eines  Balkenquerschnitts   in  bezug  auf  die 
Nullinie  _bji^     h         h-f      f 

2        4  2-4 


(/^^-n; 


h-h^ 


p  darf  gegen  li^  vernachlässigt  werden,   so   daß  5  =  — ^      ^^^ 


h— i^ 


'1  V'}'c'y^\\^,,    v/ä'7ä^' 


.^ 


\^xZ^^_  _^l  Niijlinis  . 


Abb.  80. 


Jist  das  Trägheitsmoment  des  ganzen  Querschnitts  in  bezug  auf  die  Nullinie 


12        12       12 


hw 


Auch  hier  kann  f  gegen  li^  vernachlässigt  werden,  so  daß  /= ist.  Daher  wird 


T  — 


Q'^ 


c  =  Q 


h'li 


12 


12 
Q 


J       -  —  ^        8        &.Ä3    "        2      7i       ■ 
Streng  genommen  wird  diese  Schubkraft  noch  um  die  Reibung  E  ver- 
ringert,  die  zwischen  dem  hölzernen,   durch  den  Bolzen  bedingten  Futterstück 
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und  dem  Balken  herrscht.     Zugunsten  der  Sicheiheit  wird  diese  Reibung  aber 
in  der  Regel  vernachlässigt. 

Die  Schubkraft  T  beansprucht  nun  den  fraglichen  Dübel  folgendermaßen: 

1.  Der  in  den  Balken  eingreifende  Querschnitt  d-h  wird  auf  Druck  be- 
ansprucht. Da  in  der  Regel  der  Dübel  aus  Eichenholz,  der  Balken  aus  dem 
weicheren  Kiefernholz  besteht,  so  ist  für  die  Berechnung  der  Querschnitt  ö-h 
des  Balkens  maßgebend.  Die  in  dem  Querschnitt  herrschende  Druckspannung 
darf  die  zulässige  Druckspannung  des  Kiefernholzes  nicht  überschreiten. 

2.  Der  Dübelquerschnitt  a  ■  b  wird  auf  Abscheren  beansprucht.  Die 
errechnete  Scherspannung  darf  die  zulässige  Scherspannung  des  Eichenholzes 
nicht  überschreiten. 

3  Der  Balkenquerschnitt  {a  —  c)b  wird  ebenfalls  auf  Abscheren  be- 
ansprucht. Auch  hier  darf  die  errechnete  Scherspannung  die  zulässige  Scher- 
spannung des  Kiefernholzes  nicht  überschreiten. 

Demgemäß  lassen  sich  folgende  drei  Gleichungen  aufstellen: 

Zu  1.  ^  •-i^'C<  öb-d-h\ 

2  AI        -" 

Gh  ist  hierin  die  zulässige  Druckspannung  des  Kiefernholzbalkens  =  6o  kg/qcm. 

3  Q 

Zu  2.  •  j   •  c  <Td-  ci  •  u; 

Td  ist  die  zulässige  Scherspannung  des  eichenen  Dübelholzes  =  15  kg/qcm. 

Zu  3.  —  •  y  c  <  Tb  (rt  —  0  * ; 

xi,  ist  die  zulässige  Scherspannung  des  kiefernen  Balkenholzes  =  lo  kg/qcm. 
Man  berechnet  zweckmäßig  zunächst  h  und  h  aus  der  Formel 

3  <J 

worin  G  die  zulässige  Biegungsspannung  -=  100  kg/qcm  ist.     Das   Widerstands- 
moment  muß    —mal    so    groß  wie    das  Widerstandsmoment  eines   einheit- 

3 
liehen  Querschnitts  von  der  Grundlinie  Ji  und  der  Höhe  h  werden,  weil  die 

Trägfähigkeit  eines  verdübelten  Balkens   nur  ---^   ^    der  Tragfähigkeit   eines   ge- 

4 
wohnlichen  Balkens   von  den  Abmessungen  h  und   h  beträgt.     Alsdann  wählt 
man  d,  a  und  c  und  weist  aus   den   drei   aufgestellten  Gleichungen   die   Span- 
nungen Ob,  td  und  Ti  nach,    die    dann    die   zulässigen  Spannungen   nicht  über- 
schreiten dürfen.     Andernfalls  sind  d,  a  und  c  entsprechend  zu  verändern. 

2.    Berechnung  des  Nietabstandes  der  Gurtniete  von  Blechbalken  oder 

Blechbögen. 

Q  sei  die  Querkraft  zwischen  den  beiden  Nieten,  deren  Abstand  r  gesucht 
ist  (Abb.  81).  Auf  einen  Niet  wirkt  die  auf  den  Gurtquerschnitt  entfallende  Schub- 
kraft r=  ^ c,  indem  sie  diesen  gegen  das  Stegblech  zu  verschieben  sucht. 
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Dadurch  wird  der    fragliche  Niet  zweierlei  Beanspruchungen  ausgesetzt 
1.    Die   in  dem  schraffierten  Gurtquerschnitt  (Abb.  81  a)  wirkende  Schub- 


kraft 


J 


sucht  den  Niet  in  zwei  Querschnitten  (in  Abb.  Si  a  durch  kräftige 


Striche    angedeut-et)    abzuscheren:    der  Niet    wird    daher    zweischnittig    auf 
Abscheren  beansprucht. 

Die  dadurch  entste- 
hende Scherspannung  darf 
die  zulässige  Scherspannung 
nicht  überschreiten. 

2.  Die  Schubkraft  drückt 
den  Niet  mit  seiner  Leibung 
gegen  den  Steg,  wodurch  in 
derLeibungsfläche  eineDruck- 
spannung(Lochleibungs-  oder 
Stauchspannung)        entsteht, 
welche    die    zulässige  Loch- 
leibungsspannung nicht   überschreiten  darf.     Die  innerhalb  des  Stegs  liegende 
gedrückte  Leibungsfläche    ist   kleiner    wie    die    innerhalb    der   beiden  Winkel- 
flansche liegende,  so  daß  die  erstere  am  ungünstigsten  beansprucht  wird,  also 
bei  der  Berechnung  der  Nietentfernung  in  Ansatz  zu  bringen  ist. 

Demgemäß  lassen  sich  folgende  Gleichungen  aufstellen: 


Abb.  81. 


Abb.  Sia. 


Zu  1. 


0-2 


2  .t .  (P 


0  .7=4 

2  ist  das  statische  Moment  des  schraffierten  Gurtquerschnitts  (bestehend  aus  den 
beiden  Gurtwinkeln  und  den  Gurtplatten)  in  bezug  auf  die  NuUinie,  .7  das  Träg- 
heitsmoment des  ganzen  Querschnitts  in  bezug  auf  die  Nullinie,  x  die  zulässige 


—  (T.  worin  f>  die  zulässige  Zugspannung 


1000  kg/qcm  ist. 


Scherspannung 

Zu  2.  Die  von  der  Nietleibung 
auf  die  Wandung  des  Stegblechs  von 
der  Stärke  6  ausgeübten  Drücke 
CLochleibungs-  oder  Stauchdrücke) 
verteilen  sich  nach  dem  in  Abb.  82 
dargestellten  Schema.  Auf  ein  Flächen- 
element vom  Flächeninhalt  ö  •  äs  == 
d  ■  r  ■  d(p  entfällt  daher  der  Druck 
dR  =  Og  ■  d  ■  r  •  dcp,  wenn  o'^,  die  an 
dem  Flächenelement  wirksame  Loch- 
leibungsspannung bedeutet.  Zerlegt 
man  diesen  Druck  in  die  wagerechte 
Seitenkraft  g^  ■  6  ■  r  ■  d(p  ■  cos  (p  und  in 
eine  senkrechte  Seitenkraft  und  macht 

die  nach  Müller-Breslau  zulässige  Annahme  tf^  =  ff/ •  cos  f/,  worin  Ci  die  größte 
Lochleibungsspannung  bedeutet,  so  ist  der  gesamte  Lochleibungsdruck 


Abb.  S2. 
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R 


2  2  2  . 

:=^  j  Og-  6  •  r  ■  (l(f  •  cos  (f^Ldi-d'  vi  cos^  (p  •  d(f  =:  2  Cf  ^  •  r  i  cos-  (f  ■  d(f 


z=z2  }•  •  f)i-d 

Setzt  man  noch  2r  =  ä,  so  wird 


-    •  sin  2  f/  -f-   ~  go        —  2  y  •  (7,  •  d" 


4 

In  der  Regel  wird  aber  zur  Berechnung  von  R  die  einfachere  Annahme  gemacht, 
daß  ein  Querschnitt  vom  Flächeninhalt  dd  gleichmäßig  gedrückt  wird,  so  daß 
die  Lochleibungsspannung 

ai  =  ~Y- ..  ,  woraus  Rzi^ar  d-  d. 
a  •  o 

Setzt  man  ö/  gleich  der  zulässigen  Lochleibungsspannung  (o=2r),  so  wird 

Es  besteht  daher  die  Bedingung 

2)     Sli£. c^^.fZ.rl. 

Aus  der  Gleichung  i  ergibt  sich 

r-nd^-J  ,      ^,  .  ,  Q-d'd-J 

"  aus   der  Gleichung"  20:=. 


Der  kleinste  Wert  c  wird  gewählt.  Jedoch  darf  sich  c  nicht  kleiner  als  3,5  d 
(kleinster  zulässiger  Nietabstand}  ergeben.  Liefert  also  eine  der  beiden 
Gleichungen  einen  Wert  c  <  2,5  d,  so  muß  der  Querschnitt  entsprechend  ver- 
stärkt werden,  was,  da  in  der  Regel  der  Lochleibungsdruck  für  die  Niet- 
entfernung maßgebend  ist,  am  zweckmäßigsten  durch  die  Verstärkung  des 
Stegbleches  (also  ein  größeres  6)  erreicht  wird.  Ergibt  sich  c  >  tä,  so  wählt 
man  (■  =  6d  {=  größter  zulässiger  Nietabstand  für  Niete,  die  Kräfte  zu  über- 
tragen haben. 


III.  Abschnitt. 

Die  statisch  bestimmten  Bauwerke. 


Wir  nennen  ein  System  statisch  bestimmt,  wenn  es  möglich  ist, 
sämtliche  an  dem  System  wirkenden  unbekannten  statischen  Größen  mit  Hilfe 
statischer  Gleichungen  (Gleichgewichts-  und  sonstiger  statischer  Bedingungen) 
zu  berechnen.  Reichen  die  statischen  Gleichungen  zur  Berechnung  der  Un- 
bekannten nicht  aus,  so  sprechen  wir  von  einem  statisch  unbestimmten 
System. 

In  den  nachfolgenden  Paragraphen  sollen  die  wichtigsten  statisch  be- 
stimmten Systeme  eingehend  besprochen  werden.  Es  sei  noch  darauf  hin- 
gewiesen, daß  der  Einfluß  der  elastischen  Formänderungen  auf  die 
statischen  Größen  statisch  bestimmter  Tragwerke  verschwindend  klein 
ist,  so  daß  er  vernachlässigt  werden  darf.  Die  Tragwerke  dürfen  daher  als 
starre  Scheiben  (bezw.  als  aus  mehreren  starren  Scheiben  zusammengesetzte 
Systeme)  aufgefaßt  werden. 

§  6.    Der  vollwandige  Baiken  auf  zwei  Stützen. 

Der  Balken  auf  zwei  Stützen  erhält  ein  festes  und  ein  bewegliches  Auf- 
lager. Das  feste  Auflager  dient  zur  Aufnahme  schräger  bezw.  wagerechter 
Kräfte,  während  das  bewegliche  Auflager  nur  senkrechte  Kräfte  auf  das 
Widerlager  übertragen  kann.  Wir  setzen  dabei  voraus,  daß  die  Gleitflächen 
des  beweglichen  Auflagers  vollkommen  glatt  sind,  daß  also  keinerlei  Reibungs- 
widerstände auftreten.  Der  Auflagerdruck  an  einem  beweglichen  Auflager 
kann  daher  nur  senkrecht  zur  Gleitebene  gerichtet  sein. 

Die  Belastung  des  Balkens  kann  entweder  eine  ständige  oder  eine  beweg- 
liche sein.  Zu  letzterer  gehören  u.  a.  die  Raddrücke  von  Fahrzeugen  sowie 
das  Alenschengedränge. 

1.  Der  Einfluß  ständiger  Belastung. 

Die  äußeren,  am  Balken  angreifenden  Kräfte  sind  meistens  Schwerkräfte, 
sogenannte  Lasten.  Es  gehören  zu  ihnen  aber  auch  die  Auflagerkräfte.  Die 
Lasten  sind  entweder  Einzellasten,  d.  h.  solche,  die  in  einem  bestimmten 
Punkt  wirken,  oder  verteilte  (kontinuierliche)  Lasten,  d.  h.  solche,  die 
über  eine  endliche  Stabstrecke  verteilt  sind,   z.  B.  das  Eigengewicht  oder  eine 
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M 


TTT^ 


TTT 


dO-qd^ 


Aufschüttung.  Die  \'erteilung  braucht  keine  gleichmäßige  zu  sein.  Man  pflegt 
die  verteilten  Lasten  durch  ihren  Wert  je  Längeneinheit  (^x)  anzugeben.  Ist 
die    Gesamtlast  Q    und    entfällt    auf   ein    Längenelement  dx    des    Balkens    die 

Last  äQ,  so  ist  ^j-  =  7  •  Trägt  man  über  jedem  Punkt  des  Balkens  das  zu- 
gehörige qx  von  einer  Wagerechten  als  Ordinate  auf  und  verbindet  die  End- 
punkte dieser  Ordinaten  miteinander,  so 
erhält  man  die  Belastungslinie.  Die 
von  der  ßelastungslinie  und  der  Wage- 
rechten eingeschlossene  Fläche  heißt  die 
Belastungsfläche  (Abb.  83).  Bei  gleich- 
mäßig verteilter  Belastung  ist  die  Belastungs- 
fläche ein  Rechteck  (Abb.  83a).  Die  Be- 
lastung ie  Längeneinheit  bezeichnen  wir 
in  diesem  Falle  mit  7,  wobei  auch  hier 
(/  Q 

q=     ,  ist. 

^        dx 
Zwischen    Belastung,    Biegungsmoment    und    Querkraft    besteht    nun    ein 
Zusammenhang,  der  nachstehend  untersucht  werden  soll      Die  Mittelkraft  der 
links    vom  Querschnitt  1    wirkenden  Kräfte    sei  R  =  A — ^^  =  Kr  (=  Querkraft 

für  den  Querschnitt  1)  (Abb.  84).    Dann 
ist  Mx  =-  F,  •  5  =  .1  •  X  —  Qr  ■  a. 

Für  den  im  unendlich  kleinen  Ab- 
stand (/./•  von  1  liegenden  Querschnitt  2 
ist  F,.'  =  A  —  Qx  —  qx  •  dx  =  Vx  —  qx  •  dx, 
so  daß   V_r  —  Fx  =  —  qx-  dx. 

Die  Querkralt  erfährt  also  nur  eine 
unendlich  kleine  Änderung.     Die  DilTerenz   F,'  —  Fr    ist    der  Zuwachs  von   F^ 
d.  h.  das  Differential  von   Vx. 
Mithin  ist 

d  V., 


Abb.  S^a. 


Abb.  .S4. 


dV 


—  7,  •  dx   und 


dx 


—  q.. 


Das  Biegungsmoment  für  den  Querschnitt  2  wird 
Mx'  =  Vx  (?  -f  dx )  —  gx'(^x-^^  =  Vx '  ?  +  T;.  •  (Ir—q, 


dx'' 


Mx  H-7r-  dx  —  g., 


dx^ 


Die  unendlich  kleine  Größe  2.  Ordnung  darf  gegen  die  unendlich  kleine  Größe 
1.  Ordnung  vernachlässigt  werden,  so  daß 

Mx'  —  Mx  H-  Xx  ■  dx  und  Mx'  —  Mx  —  Vx  •  dx. 
Hierin  ist  V 

Mx'  —  Mx  —  aMx^-Bo  daß  dMx  —  T;.  •  dx 

dMr 


und 


dx 


=  VA 
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Difierentiiert  man  noch  einmal,  so  folgt 

d  J/, 
dx  dV^  ,        (PM, 

dx 


d 


dx 


=  —  5'r    öder 


dx^ 


—  Q' 


Trägt  man  für  jeden  Wert  des  x  die  zugehörigen  Werte  von  V,r  und  Mx 
als  Ordinaten  auf,  so  erhält  man  die  Querkrafifläche  und  die  Momentenfläche 
(Abb.  85a  und  85b). 

Für  ein  beliebiges  x  ist  die 

Ordinate  der  Querkraftfläche  =  F, 

=^  A  —  Qx   und    die  Ordinate  der 

Momentenfläche  =  Mx  ==  A  ■  x  — 

^.r  •  a. 

dMx 
Aus    der    Beziehung 


Abb.  85. 


Abb.  833. 


Vx    folgt:     Wenn 


dMx 
dx 


dx 

=     Vx 


positiv    ist,    so    wächst    Mx   mit 

wachsendem      r .      ist      dagegen 

d  Mx 


Abb.  85b. 


dx 


=  Vx  negativ,  so  nimmt  If, 


mit  wachsendem  x    ab.     (Vergl.    die    aus  der   höheren    Mathematik    bekannte 

dl/  -,         ■    ^^  y 

Regel:    Ist  y^  positiv,  so  wachsen  die  Ordinaten  tj  mit  wachsendem  x,  ist^ 

negativ,  so  nehmen  sie  mit  wachsendem  x  ab.) 

Dort  wo  Vx  sein  Vorzeichen  wechselt,  muß  daher  das  Moment 
ein  Maximum  sein. 

Ist  der  Balken    prismatisch,    hat    also    überall   den  gleichen  Querschnitt, 

Mx  j 

so  ist,   da  ü  =  ^r,    W    aber    für    alle    Querschnitte    unveränderlich    ist,    die 

Spannung  in  dem  Querschnitt  am  größten,  für  den  das  Moment  ein  Maximum 
wird.    Dieser  Querschnitt  heißt  der  „gefährliche  Querschnitt". 

Für  praktische  Fälle  wird  es  sich  empfehlen,  das  Eigengewicht  des  Balkens, 
das  als  gleichmäßig  verteilte  Last  angesehen  werden  darf,  zum  Gegenstand 
einer  besonderen  Untersuchung  zu  machen,  d.  h.  also  bei  Bestimmung  des 
Einflusses  der  Nutzlasten  den  Balken  als  gewichtslos  anzunehmen.  Für 
eine  unbelastete  Balkenstrecke  ist  alsdann  qx  =  o.  Da  d  Vx  =  —  qx  *  dx, 
so  wird  für  diese  Strecke  dVx  =  o,  d.  h.  F,,.  =  Const.  (denn  das  Differential 
einer  Konstanten  ist  =  o). 

Für  eine  unbelastete  Balkenstrecke  ist  daher  die  Querkraft- 
fläche durch  eine  Gerade  begrenzt,  die  parallel  zur  Balkenachse 
verläuft. 

Da  Serner  dMx  ^Vx-dx=  Const  ■  dx,  so  erhält  man  durch  Integration 
Mx=Consi.-x-^Gi,  worin  Ci  eine  Integrationskonstante  bedeutet.  Mx  ist  also 
eine  lineare  Funktion  von  x.  Für  eine  unbelastete  Balkenstrecke  ist 
daher    die   Momentenfläche    durch    eine    geneigte  Gerade    begrenzt. 
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Abb.  S6. 


Trägt  z.  B.  der  Balken  eine  Reihe  von  Einzellasten,  so  zerfällt  er  in  eine 
Anzahl  unbelasteter  Strecken  (Abb.  86).  Die  Ouerkraft-  bezw.  Momentenfläche 
hat  daher  die  in  den  Abb.  86a  u.  86  b  dargestellte  Form. 

Ist   eine   endliche  Balkenstrecke   gleichmäßig  mit  q  je  Längeneinheit  be- 
lastet, so  ist 

fl  T;.  =  -  g  .  dx, 
mithin  (durch  Integration) 

T;.  nz  —  g  .  .r  +  a 
(n  ist  eine  Integrationskon- 
stante). Jetzt  ergibt  sich  T^- 
als  lineare  Funktion  von  x. 
Die  Ouerkraftfläche  ist 
daher  unter  einer  gl  eich- 
mäßig belasteten  Strecke 
durch  eine  geneigte  Ge- 
rade begrenzt. 
Ferner  ist 
dMx  =^  Tx  •  £^.1' 

=  ( —  3'  •  .i'  +  a)  dx. 


Abb.  86a. 


Abb.  S6b. 


mithin  (durch  Integration) 


Jf. 


—  -\-a-x-\-b, 


worin  h  eine  neue  Integrationskonstante  bedeutet.  Das  ist  die  Gleichung  einer 
Parabel. 

Für  eine  gleichmäßig  belastete  Balkenstrecke  ist  daher  die 
Momentenfläche  durch  eine  Parabel  begrenzt. 

Nachfolgend  sollen  die  Querkraft-  und  Momentenflächen  für  die  am 
häufigsten  vorkommenden  Belastungsfälle  ermittelt  werden. 

a)  Unmittelbare  Belastung-. 

1.  Einzellasten  (Abb.  87). 

Man  berechne  zunächst  die  Auflagerdrücke  Ä  und  B.  Setzt  man  die 
Summe  der  Momente  für  den  Punkt  r  gleich  Null,  so  erhält  man 

A  ■  l  —  F,  ■  bi  —  P^  ■  h,  —  Ps  •  b,  —  o 
_    P,'b,-{-P,-b,-^P,-b, 


A 


l 


Aus    der    Bedingung 
sodann 


V=  0    folgt 


Abb.  87. 


A  +  B-P,-P,-P,=io 

B  =  P,  +  P,-^P,-A=^P,-\-P,  +  P, 

Pi'h  +  P,-b,-\-P,'b, 
l 
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Man  findet  sodann 

Qo  =  +  A,  Q,=Ä-F,,  Q,^Ä-P,-P, 
(von  der  linken  Seite  aus), 

(von  der  rechten  Seite  aus). 

Ferner  31^  —  A  ■  x^,  31^  =  Ä  •  x^  —  P^  ■  r 

(von  der  linken  Seite  aus), 

(von  der  rechten  Seite  aus). 

Trägt  man  diese  Querkräfte  und  Momente  unter  den  Punkten  1,  2  und  3 
als  Ordinaten  auf  und  verbindet  ihre  Endpunkte  geradlinig  miteinander,  so 
erhält  man  die  Querkraft-  und  Momententläche  (Abb.  87).  Die  Querkräfte 
werden  teils  positiv,  teils  negativ,  die  Momente  sämtlich  positiv.  Dort, 
wo  die  Querkraft  ihr  Vorzeichen  wechselt,  also  nach  Abb.  87  in  dem  unter 
Po  gelegenen  Querschnitt,  ist  das  Moment  ein  Maximum.  Dort  liegt  also  der 
gefährliche  Querschnitt. 

Zeichnerisch  findet  man  nach  Abb.  88  die  Auflagerdrücke  mittels  eines 
Seilpolygons,    indem   man  die   Kräfte  P  in   irgend   einem  Kräftemaßstab   nach 


Abb.  S8. 


Abb.  88  a. 


Abb.  88 b. 


Größe  und  Richtung  aneinanderreiht,  einen  beliebigen  Pol  0  wählt,  die  Pol- 
strahlen 1—4  und  die  zu  ihnen  parallelen  Seilstrahlen  I— IV  zeichnet,  die  den 
Balkenauflagern  entsprechende  Schlußlinie  s  einträgt  und  zu  ihr  durch  den 
Pol  0  eine  Parallele  zieht  (Abb.  88a  u.  88b).  Diese  schneidet  dann  von  der 
Mittelkraft  der  Kräfte  P  die  Auflagerdrücke  A  und  B  ab  (vergl.  I.  Abschnitt. 
§  1,  7,  Seite  6). 

Das  Biegungsmoment  für  einen  im  Abstände  x  vom  linken  Auflager 
gelegenen  Querschnitt  ist  sodann  gleich  dem  Produkt  aus  der  Polweite  des 
Kräftepolygons  und  der  unter  dem  Querschnitt  gemessenen  Ordinate  des  Seil- 
polygons, d.  h.  3I.r  =  H '  y  (vergl.  auch  I.  Abschnitt,  §  1,  8,  Seite  7).  Hierin 
ist  H  im  Kräftemaßstab  und  y  im  Zeichenmaßstab  zu  messen  oder  umgekehrt. 

2.  Gleichmäßig  verteilte  Belastung  (Abb.  89). 
Die  Belastung  betrage  q  je  Längeneinheit.     Die  Gesamtbelastung  ist  so- 


dann —  q-l,   wovon  auf  jede  Stütze 


'l'l 


als    Auflagerdruck    entfällt.      Das 


Biegungsmoment  für  einen  im   Abstände  x  vom   linken  Auflager  gelegenen 
Querschnitt  ist 


Kirchhoff,  Statik.  I. 
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X  —  q-x-  —  =: [l  —  a:)  =1  -^ — ■= 

^2  2       ^  '  2 


I        Abb.  8o 


Trägt  man  unter  jedem  Quer- 
schnitt das  zugehörige  Mo- 
ment als  Ordinate  y  auf,  so 
entsteht  die  Momentenfläche 
^  (Abb.  89  a).  Die  Gleichung 
der  Momentenkurve  lautet 
mithin 

q-X'X'  _, 


y— 


Const  -x-x'. 


Abb.  89  a. 


Das  ist  die  Gleichung 
einer  Parabel.    Ist  der  Stich 


l 


der  Parabel  =/",    so  muß  für  a;  =  a;'  =  —   die    Ordinate  y=^f  werden.     Dem- 
nach muß  sein 

f=:i  Const.  •  -^  •  —  ;    daraus  Const.  z=z  ^-  • 
22  V 

Die  Gleichung  der  Parabel  lautet  daher 

4/ 

y  =  -i^-'JC'X'. 

1  (I  '  X  '  x' 

3/niax  erhält  man  für  a:  =  x'= — .    Da  3/r= -^ ist,  so  wird 

2  2 


-'"iiiav  


l  l 


q-P 


222  8 

Die    Qu  er  kraft    ist    für    einen    im    Abstand    x    vom    linken    Auflager 

gelegenen  Querschnitt 


Abb.  90. 


=^  q-t  (Abb.  90). 
Die  Gleichung  Qx  =  q-^  ist  die 
Gleichung  einer  Geraden.  Für 
5  =  0    wird    Qx  =  o.     Für  S  = 


l 


l 


erhält    man 


Abb.  Qoa. 


,  +  —    bezw. 

,    q  -l    ^  q  -l 

^2  2 


Damit  ist  die  in  Abb.  90a  dargestellte  Querkraftfläche  bestimmt. 

Ist  nur  eine  Strecke  von  der  Länge  §  gleichmäßig  mit  qllfd.  m  belastet 
(Abb.  91),  so  erhält  man  durch  Momentengleichungen  für  das  rechte  bezw. 
linke  Auflager 


1<±^  ....  ._-<4+'') 


und    B=^ 
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Für  den  Punkt  l  erhält  man 


für  den  Punkt  >• 


M}::=^  A-  a=^ 


Mr^B-h 


a, 


l 


Würde  an  Stelle  der  gleichmäßig  verteilten  Belastung  eine  Einzellast  g-|  wirken, 
so  würde  sie  dieselben  Auflagerdrücke  A  und  B  hervorrufen.  Die  Momenten- 
fläche wäre  dann  ein  Dreieck  mit  der  Ordinate 


nn 


=-^KI)= 


<?•? 


(4-^') 


(•+1) 


unter  der  Last,  und  unter  den 
Punkten  l  bezw.  r  stimmten  die 
Ordinaten  mit  den  Ordinaten  Mi 
und  Mr  der  tatsächlichen  Mo- 
mentenfläche überein,  da  für  beide 
Belastungsfälle  Mi=^A-a  und  M,. 
=  B  -h  ist.  Berücksichtigt  man 
nun,  daß  unter  der  belasteten 
Strecke  die  Momentenfläche  durch 
eine  Parabel  begrenzt  sein  muß 
und  unter  den  Punkten  l  und  r 
keine  Knickpunkte  aufweisen  darf, 
so    daß    die    Geraden    gi   und   (jr 

tangential  an  die  Parabel  verlaufen  müssen,  so  ergibt  sich  folgende  einfache 
Konstruktion  der  Momentenfläche:  Man  zeichne  zunächst  die  Momentenfläche 
für  eine  Einzellast  ^  •  §,  d.  h.  ein  Dreieck  mit  der  Ordinate 


Abb.  91 


.(«+!) 


g-§ 


(1+^) 


("+!) 


unter  der  Last,  bestimme  sodann  die  Punkte  l'  und  r'  der  Momentenfläche 
senkrecht  unter  l  und  r,  ziehe  die  Gerade  V  r',  halbiere  die  Strecke  m'  m"  =  /' 
und  lege  durch  die  Punkte  V,  r'  und  den  Mittelpunkt  n  von  f  eine  Parabel. 
Nach  einem  bekannten  mathematischen  Satz  verlaufen  dann  die  Geraden 
gi  und  (Jr  in  den  Punkten  V  und  r'  tangential  an  die  Parabel. 

h)    Mittelbare  Belastaug. 
(X)   Die  Belastung  bestehe  aus  Einzellasten, 

die  durch  Zwischenträger  auf  den  Balken  übertragen  werden  (Abb.  92). 

1.   Momente.    Infolge  einer  zwischen  zwei  Querträgern  stehenden  Last  P 

wird  ^  —  — -, — ,  wie  sich  durch  eine  Momentengleichung  tür  den  rechten  Auf- 
lagerpunkt ergibt. 

5* 
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Ersetzt  man  die  Last  P  durch  ihre  auf  die  benachbarten  Zwischenträger 

so    liegt    wieder    der  Fall  unmittel- 


entfallenden  Seitenkräfte  — ^ —  und  P~r' 


barer  Belastung  vor  und  es  ergibt  sich,  wiederum  mittels  einer  Momentengleichung 

für  den   rechten  Auflagerpunkt, 


.p_a 


. Ph     a-{-c    .    P-a    c — h 


-j\a-h  ■\^})  ■  c-\-  a  ■  c  —  a-h] 


Abb.  92. 


^-^(b  +  a) 


Pc  _P'C 


Die  Auflagerdrücke  stimmen  mithin  in  beiden  Fällen  miteinander  überein,  sind 
also  unabhängig  von  der  Art  der  Verteilung  durch  die  Zwischenträger. 

Auch  das  Biegungsmoment  für  den  Punkt  l  ist  für  beide  Fälle  Mi^A-xi, 
ebenso  Mr^=B-  xy.     Die  Momente    sind    daher  ebenfalls  unabhängig  von  der 

Abb.  93. 


Abb.  93a. 


Abb.  93b. 


Art  der  Verteilung  der  Lasten  durch  die  Zwischenträger.  Man  braucht  daher 
die  Verteilung  der  Lasten  auf  die  Zwischenträger  gar  nicht  erst  vorzunehmen, 
sondern  bestimmt  einfach  die  Momentenfläche  für  unmittelbare  Belastung  und 

besclireibt  in  diese  ein  Poly- 


A{ 


f^liA 


.¥ 


IV 


Abb.  94. 


14^ 


i 


I 


k-<Zsl«-  b  — J«-  c  - 

I       I  I 

M — »h^ 


Tf      I        s\ 


,,1/1 


d3 


.\bb.  94  a 
Querschnitt  1    die  Querkraft 


ds 


+  A 


gon  ein,  dessen  Ecken  senk- 
recht unter  den  Zwischen- 
trägern liegen  (Abb.  93,  93a 
u.  93  b). 

2.  Querkräfte.  Man 
zeichne  zunächst  die  Quer- 
kraftfläche wie  für  unmittel- 
bare Belastung  (in  Abb.  94  a 
in  roter  Farbe  angedeutet). 
Zerlegt  man  dann  die  ge- 
gebenen Kräfte  P  in  ihre  aut 
B  die  benachbarten  Zwischen- 
träger entfallenden  Seiten- 
kräfte,      so      ist     für     den 

Zieht  man  die  Diagonale  d] — (L, 


—     69 


so    schneidet    diese  von  der  Senkrechten   durch  P]    die  Strecken  //y  und  %  ab 
und   es  gelten   die  Proportionen 

P  ~  T   ""      P  ""  T  '    ^°  daß  ^o  =  Pj  .  j  und  77«  =  P^  •  — . 
Mithin  ist  für  den  Querschnitt  1  die  Querkraft 


Für  den  Querschnitt  2  gilt 


Q 


A-P,. 


(-■ 


r  -^3 


Zieht  man  die  Diagonale  d^  —  d^,  so  schneidet  diese  von  der  Senkrechten  durch 
Pä  die  Strecken  üq  und  0,,  ab  und  es  ist 


,    terner  ^   =  i"  >    so  daß  rt^  =:=  Pg 


d 


P-2~    X 

Mithin  ist 
0 


und    rt„  rz:  P2  • 


5  =  +  ^  -  Pl  .  y  -    (P,  —  +  A  .  4)  =  +  -^  -  ^0    -  (^u  -f  «o). 

In  derselben  Weise  verfährt    man  bei  der  Bestimmung  der  Querkräfte  für  die 
übrigen  Querschnitte.     Auf  diese  Weise    entsteht  die  in  Abb.  94  a  durch  senk- 


rechte Schraffur  gekennzeichnete  Quer- 
kraftfläche. 

/j)   Der  Balken  sei  gänzlich  mit  ^  lfd.  m 
belastet. 

].  Momente  (Abb.  95).  Für 
unmittelbare  Belastung  ist  die  Mo- 
mentenfläche eine  Parabelfläche  vom 


Abb.  95. 

,  l/lFdm  

,iuHiuuiuijUuij4iiiuii:uiiiiimiiuiiii 


Pfeil 


In  diese  Parabel    ist 


dann  nach  h,  a  ein  Polygon  einzu- 
beschreiben,  dessen  Ecken  senk- 
recht unter  den  Zwischenträgern 
liegen  (Abb.  95  a). 

2  Querkräfte  (Abb.  96). 
Die  gleichmäßige  Belastung  ver- 
teilt sich  derart  auf  die  Zwischen- 
träger,  daß  auf  die  Endträger  je 

— ,  auf  die  übrigen  Zwischen- 
träger je  i^-A  als  Einzellast  ent- 
fällt. Zeichnet  man  zunächst  die 
Querkraftfläche  wie  für  unmittel- 
bare Belastung,    die  nach  1,  <(,  2, 

Abb.  90a,  durch  eine  Gerade  mit  den  Ordinaten  + 


S'<rJ 


bezw. 


unter  den 


z  2 

Auflagern  begrenzt  ist,  so  findet  man  die  Querkraft  für  ein  Feld  als  die  unter 
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der  Feldmitte  gemessene  Ordinate  dieser  Geraden.    Innerhalb  des  Feldes  ist  die 
Querkraft  konstant  (Abb.  96  a). 

2.  Der  Einfluß  beweglicher  Belastung. 

A.    Bereclmung  der  Größtwerte   statischer  CTrößen  infolge  bestimmter  Lastenzüge. 

Als  bewegliche  Belastung  kommen  bewegliche  Einzellasten  (Raddrücke 
von  Fahrzeugen)  und  bewegliche  gleichmäßig  verteilte  Belastung  (Menschen- 
gedränge, Winddruck  auf  einen  Eisenbahnzug,  Fliehkräfte  in  Kurven)  in  Betracht. 

1.  Bewegliche  Einzellasten. 
Für  Straßenbrücken  sind  die  Raddrücke  von  Straßenbahnwagen,  Straßen- 
walzen und  sonstigen  Fahrzeugen,  für  Eisenbahnbrücken  die  Raddrücke  der 
Lokomotiven  und  Eisenbahnwagen  als  Belastung  anzunehmen.  Für  erstere 
sind  allgemein  gültige  Vorschriften  über  die  Größe  der  Belastung  nicht  vor- 
handen. Sie  richtet  sich  nach  den  örtlichen  Verkehrsverhältnissen  und  ist 
jedesmal  von  Fall  zu  Fall  festzusetzen.  Im  übrigen  vergl.  Hütte  III,  23.  Aufl., 
Seite  62  und  63.     Für  die  Berechnung  der  Eisenbahnbrücken  sind  jedoch  in  den 

lokomotii/e  Tender  Lokamotive  Tender  OüTerrvagen 


je  17t  Achs  je  ist  je  üt  Achs-  je  üt  '         '^         t        t 

last  ichslost  last  Adislost 

Abb.  97. 

einzelnen  Staaten  bestimmte  Lastenzüge  vorgeschrieben.  Der  vom  preußischen 
Minister  der  öffentlichen  Arbeiten  durch  Erlaß  vom  1.  Mai  1903  festgesetzte 
Lastenzug  sieht  zwei  Lokomotiven  mit  je  einem  Tender  und  eine  unbeschränkte 
Anzahl  von  einseitig  angehängten  Güterwagen  mit  den  in  Abb.  97  dargestellten 
Achslasten  und  Radständen  vor. 

Der  Lastenzug  soll  in  Zukunft  kurz  der  lyt-Zug  genannt  werden.  Bei 
der  Berechnung  kleinerer  Brücken  und  der  Quer-  und  Schwellenträger  sind, 
soweit  sich  hierdurch  größere  Beanspruchungen  ergeben  als  durch  die  in 
Abb.  97  gezeichnete  Lokomotive,  als  Belastungen  anzunehmen:  1,  2,  3  oder 
4  Achsen  von  20,   2-20,   3-19  und  4-  18  t.     Der  Achsabstand  bleibt  je  1,5  m. 

Für  bestimmte  Hauptstrecken  ist  1911  ein  von  Müller- Breslau  empfohlener 
schwererer  Zug,  der  20  t- Zug,  vorgeschrieben  worden,  der  sich  von  dem  17  t-Zug 
nur  dadurch  unterscheidet,  daß  die  Lokomotivachsen  20  t,  die  Tender-  und 
Güterwagenachsen  15  t  schwer  anzunehmen  sind.  Kommen  nur  1  bis  4  Achsen 
in  Frage,  so  sind,  ähnlich  wie  bei  dem  i7t-Zug,  Achslasten  von  24,  2-23, 
3  •  22  und  4  ■  21  t  einzuführen. 

Näheres  hierüber  findet  der  Leser  in  Hütte  III,  23.  Aufl.,  Seite  65  bis  72. 

Von  großer  Wichtigkeit  für  die  späteren  Untersuchungen  ist  die  schnelle 
Berechnung  der  Auflagerdrücke  für  bestimmte  Stellungen  des  Lastenzuges 
sowie  der  Maximalmomente  und  der  größten  Momente  für  bestimmte  Quer- 
schnitte. Diese  Berechnungen  mögen  daher  in  den  folgenden  Abschnitten 
zunächst  gezeigt  werden. 
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a)  Berechnung  der  Auflagerdrücke  für  eine  bestimmte  Stellung  des  Lastenzuges. 
(()  Rechnerische  Bestimmung  des  Auf  lagerdrucks  mit  Hilfe  von  Tabellen  fAbb.  98). 

Durch    eine    Momentengleichung    in    bezug    auf    den    rechten    Auflager- 
punkt r  ergibt  sich 

i  ^  Il(^l±M±Il(^+  ^-)  4-  A  (C3  +  &n)  +  .  •  . 

A  _  ^ 

~"  l 

Da  hn  eine  Konstante  ist  und 
nur  die  Werte  c  in  der  Formel 
veränderlich  sind,  kann  &«  vor  die 
Summe  gesetzt  werden,  so  daß 


r-  f  1^  1  I    r 


'•A 


■In^y 


Abb.  98. 


A  — 


:P-\-2P'C 


l 


ist. 


Der  Wert  2" P  •  t'  ist  das  statische  Moment  der  Lasten  P  in  bezug  aut  die 
letzte  Last  P^.  Er  möge  mit  5«  bezeichnet  werden.  2P  ist  die  Summe 
aller  Lasten.     Sie  sei  =  ^n  gesetzt,  so  daß 


A  = 


l 


Die  Werte  -^^  und  2«  können  für  einen  bestimmten  Lastenzug  leicht  be- 
berechnet werden,  da  sie  unabhängig  von  der  Stellung  der  Lasten  auf  dem 
Balken  sind.  Die  Ergebnisse  dieser  Berechnungen  sind  für  den  17  t-  und  20  t-Zug 
in  nachfolgenden,  aus  Hütte  IIl,  23.  Aufl.,  Seite  68  und  70  entnommenen  Tabellen 
zusammengestellt  (Seite  72,  Tabelle  I). 

Der  Balken  habe  z.  B.  eine  Spannweite  von  60  m  und  sei  durch  18  Lasten 
eines  20  t-Zuges  beansprucht,  deren  erste  im  Abstand  38  m  vom  rechten  Auf- 
lager steht,  dann  ist  &»  =  38  —  r'i  (vergl.  Abb.  98).  Für  h=i8  ist  Cj  =  37,5  m, 
so  daß  &n  =  38  —  37,5  =  0,5  m.  Ferner  findet  man  ^„  ^  320  t  und  3«  =  6630  t  •  m, 
so  daß 

1^    i^«  •&«  +  ©«   _  320-0,54-6630 


l 


60 


113,2  t. 


Da  die  Tabellen  für  Achslasten  aufgestellt  sind,  so  müssen,  falls  eine 
eingleisige  Eisenbahnbrücke  vorliegt,  die  Ergebnisse  noch  durch  2  dividiert 
werden,  weil  dann  auf  jeden  Hauptträger  ein  Raddruck  entfällt. 

ß)  Zeichnerische  Bestimmung  des  Auf  lagerdrucks  mit  Hilfe  des  ^-Polygons  (Abb.  99). 

In  folgendem  möge  zunächst  das  Verfahren  beschrieben  und  im  Anschluß 
daran  der  Beweis  gegeben  werden. 

Gesucht  ist  der  Auflagerdruck  A  infolge  des  von  rechts  nach  links 
fahrenden  Lastenzuges,  dessen  erste  Last  P^  den  Abstand  h^  vom  rechten  Auf- 
lager hat. 

Man  zeichne  zu  den  Lasten  P'  eines  von  links  nach  rechts  fahrenden 
Lastenzuges  mit  denselben  Achsabständen,  dessen  erste  Last  Px  über  dem 
rechten  Auflager    steht    und    dessen  Lasten  P'  gleich   den  Lasten  P  des    von 
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Tabelle  I. 


17  t 

■Zug 

20  t- 

Zug 

Lokomotjyo  [  Tender  Lokomotive  Tender  Güterwagen 

Lokomotive  Tender  Lokom 

otive 

Tender  Güterwagen 

17-17-17-17-17  13-1 

3-13 j  17-17-1 

7-17-1 

7  13-13-13  13-13  13-13 

20-20 

-2C-20-20   I5-I 

;-i5  1  20-Z0-2C 

-20-20 

1  15-15-151  15-15   15-15 

u 

^'i 

?" 

■^« 

n 

Ci 

^n         S« 

n 

Ci 

?« 

wn 

n 

Ci 

'^n   '  ©« 

m 

t 

t  •  m 

in 

t  ;  t .  m 

ni 

t 

t  •  m 

m 

t   1  t-m 

I   0,0 

20 

0 

31 

76.5 

443 

193S9 

I 

0,0 

20 

0 

31 

76.5 

515 

22  620 

2 

1.5 

40 

30 

32 

79.5 

456 

20718 

2 

1.5 

40 

30 

32 

79,5 

530 

24165 

3 

3,0 

57 

85:5 

33 

82,5 

469 

22086 

3 

3.0 

60 

90 

33 

82,5 

545 

25755 

4 

4,5 

72 

162 

34 

85.5 

482 

23493 

4 

4.5 

80 

180 

34 

85,5 

560 

27  390 

5 

6,0 

85 

255 

35 

88,5 

495 

24939 

5 

6,0 

100 

300 

35 

88,5 

575 

29070 

6 

10,5 

98 

637.5 

36 

91.5 

508 

26  424 

6 

10,5 

"5 

750 

36 

91,5 

590 

30795 

7  12,0 

III 

784,5 

37 

94.5 

521 

•27  948 

7 

12,0 

130 

922,5 

37 

94,5 

605 

32565 

8 

13,5 

124 

951 

38 

97.5 

534 

29  511 

8 

13.5 

145 

I  "7.5 

38 

97,5 

620 

34380 

9 

18,0 

141 

1 509 

39 

100,5 

547 

31  113 

9 

18,0 

165 

I  770 

39 

100,5 

635  1  36  240 

10 

19:5 

•158 

1 720,5 

40 

103,5, 

560 

32754 

10 

19,5 

185 

2017,5 

40 

103,5 

650 

38  145 

II 

21,0 

175 

1957.5 

41 

106,5 

573 

34  434 

II 

21,0 

205 

2295 

41 

106,5 

665 

40095 

12 

22,5 

192 

2  220 

42 

109.5 

586 

36153 

12 

22,5 

225 

2  602,5 

42 

109,5 

680 

42  090 

13 

24,0 

209 

2  50S 

43 

112,5 

599 

379" 

13 

24,0 

245 

2940 

43 

"2,5 

695 

44130 

14 

28,5 

222 

3  448,5 

44 

"5.5 

612 

39708 

14 

28,5 

260 

4042,5 

44 

"5.5  710 

46215 

15 

30.0 

235 

3781,5 

45 

118,5 

625 

41  544 

15 

30,0 

275 

4432,5 

45 

"8,5  725 

48  345 

16 

31-5 

24S 

4134 

46 

121,5 

638 

43419 

16 

31,5 

290 

4845 

46 

121,5 

740 

50520 

17 

34:5 

261 

4878 

47 

124,5 

651 

45  333 

17 

34,5 

305 

5717 

47 

124,5 

755 

52740 

18 

37-5 

274 

5661 

48 

127,5 

664 

47286 

18 

37-5 

320 

6630 

48 

127,5 

770 

55005 

'9 

40,5 

287 

6483 

49 

130,5 

677 

49278 

19 

40,5 

335 

7590 

49 

130,5 

785 

57315 

20 

43.5 

300 

7  344 

50 

133.5 

690 

51  309 

20 

43,5 

350 

8595 

50 

133,5 

800  59  670 

21 

46,5 

3J3 

8  244 

51 

136.5 

703 

53  379 

21 

46,5 

365 

9645 

51 

136,5  815  1  62  070 

22 

49-5 

326 

9  183 

52 

139,5 

716 

5548S 

22 

49.5 

3S0 

10  740 

52 

139,5 

830 

64515 

23 

52,5 

339 

10  161 

53 

142,5 

729 

57636 

23 

52,5 

395 

II  880 

53 

142,5 

845 

67  005 

24 

55.5 

352 

II  178 

54 

145.5 

742 

59823 

24 

55,5 

410 

13065 

54 

145,5 

860 

69540 

25 

58,5 

365 

12234 

55 

148.5 

755 

62  049 

25 

58,5 

425 

14205 

55 

148,5 

875 

72  120 

26 

61,5 

378 

13329 

56 

151. 5 

768 

64314 

26 

61,5 

440 

15570 

56 

151,5  S90 

74  745 

27 

64-5 

391 

14463 

57 

154,5 

781 

6661S 

27 

64:5 

455 

16  890 

57 

154,5  ;  905 

77415 

28 

67,5 

404 

15636 

58 

157,5 

794 

68961 

28 

67,5 

470 

1S255 

58 

157,5  1  920 

80  130 

29 

70,5 

417 

1684S 

59 

160,5 

807 

71  343 

29 

70,5 

485 

10  665 

59 

160,5  1  935 

82  890 

30 

73-5 

430 

I S  099 

60 

163,5 

820 

73764 

30 

73.5 

500 

21  120 

()0 

163,5 

050 

85605 

rechts  nach  links  fahrenden  Lasienzuges  sind,  ein  Seilpolygon,  dessen  zu- 
gehöriges Kräftepolygon  die  Spannweite  l  als  Polweite  hat,  und  zwar  derart, 
dal3  der  Seilstrahl  I  mit  dem  Polstrahl  1  zusammenfällt  (Abb.  99  a).  Dann 
fällt  auch  der  Seilstrahl  II  noch  mit  dem  Polstrahl  2  zusammen,  während  die 
übrigen,  den  entsprechenden  Polstrahlen  parallelen  Seilstrahlen  sich  nicht 
mehr  mit  diesen  decken.  Die  Ordinate  //  unter  der  ersten  Last  Pi  des  von 
rechts  nach  links  fahrenden  Lastenzuges  stellt  dann  den  gesuchten  Auflager- 
druck dar,  gemessen  in  dem  Kräftemaßstab,  in  welchem  die  Kräfte  P  des 
Kräftepolygons  aufgetragen  sind. 

Beweis:    Durch  eine  Momentengleichung   in  bezug   auf  den  rechten  Auf- 
lagerpunkt r  ergibt  sich  der  gesuchte  Auflagerdruck 
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Ä 


l 


Da  nun  die  Achsabstände  des  Lastenzuges  F'  gleich  denen  des  Lastenzuges  P 
sind,  so  ist  J'^  z=  ö^,  h^—h^,  h.'^^b?,  usw. 

Außerdem  ist  nach  Voraussetzung  j^^^_  ^^ 

P,'  =  P,,  P,'=.P,, '. i, 

P^'  —  P^  usw., 
so  daß  man  auch  setzen  kann 

i 


Abb.  99  a. 


A  — 


P,'  •  W_-^  Pl^  b,'  +  P-s'  ■  b,'  +  P.'  ■  b,'  +  P5'  •  ^'r.' 

l 


Der  Zähler  des  Bruches  ist  nun  das  statische  Moment  der  Lasten  P-i'  bis 
Fr,'  in  bezug  auf  die  Last  Pj,  deren  Mittell.raft  I,\P'  durch  den  Schnittpunkt 
des  ersten  und  letzten  Seilstrahls  dieser  fünf  Lasten,  d.  h.  also  durch  den 
Schnittpunkt  /'  der  Seilstrahlen  I  und  VI  gehen  muß  (vergl.  I.  Abschnitt,  §  1 
unter  3,  Seite  3).  Das  statische  Moment  dieser  Einzellasten  ist  aber  gleich 
dem  statischen  Moment  ihrer  Mittelkraft  in  bezug  auf  die  Last  1\,  also  nach 
Abb.  99a  gleich  .^iP' -6'.  In  den  (wegen  der  parallelen  Strahlen  VI  und  6) 
ähnlichen  Dreiecken  ahc  und  rfp/' läßt  sich  nun  die  Proportion  aufstellen: 

y_     ^b' 
Daher  ist 

_^tP:]y  _  Pi^v  +  P,' ■  b,'  +  P,' ■  b,'  +  P4' •  b,' 4- P-J -bi 

_  p^^.^p, ■  h,  +  p, -b,  +  P. •  ^4  +  P^,:A=:A 

Man  nennt  das  Seilpolygon  daher  das  ^-Polygon. 
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Ist  das  ^-Polygon  einmal  gezeichnet,  so  kann  aus  ihm  für  jede  beliebige 
Stellung  des  Lastenzuges  P  der  zugehörige  Auflagerdruck  A  sofort  senkrecht 
unter  der  Last  P^  abgegriffen  werden.  Sinngemäß  ergibt  sich  für  einen  um- 
gekehrt fahrenden  Lastenzug  das  5-Polygon  für  den  Auflagerdruck  B  als 
Spiegelbild  des  ^Polygons. 

b)  Berechnung  des  Maximalmoments  infolge  eines  Lastenzuges  (Abb.  looi. 
Der  Lastenzug  werde  zunächst  in  beliebiger  Stellung  angenommen.  Der 
gefährliche  Querschnitt  liegt  unter  der  der  Mittelkraft  am  nächsten  liegenden 
Last,  da  dort  die  Querkraft  ihr  Vorzeichen  wechselt  (vergl.  auch  §  6,  i,  Seite  65). 
Das  Moment  für  diesen,  im  vorläufig  unbekannten  Abstand  x  vom  linken  Auf- 
lager liegenden  Querschnitt  ist 


Da  b=^l  —  s  —  X  ist,  so  wird 


l 


Px  ■  ch  -  P2 


r/2. 


P.'(h-F, 


a.,. 


-aj- 


— »I  .  u — 


^''i;p 


i 

Abb.  100. 


Es  ist  nun  diejenige  Stellung 

des  Lastenzuges  zu  ermitteln, 

für  welche  dieses  Moment  ein 

Ma.ximum  wird.     Zu   diesem 

Zweck  bilden   wir  die  erste 

dMx 
Ableitung   -  ,- —   und  setzen 
*      dx 

diese  =  o.    Dadurch  erhalten 

Demgemäß  muß  sein: 

—  2  x). 


wir  dann  eine  Gleichung  zur  Bestimmung  von  x. 

(IM:,  ^^P    n 

äx-''=^~T<'-' 

(Man    beachte    bei    der    Differentiation,    daß    das    Differential    der   Konstanten 
P,  •  rti  und  P._,  •  a.y  =  o  wird.) 


Da 


V»  p 


l 


l 


nicht  ^^  o    sein    kann,    so    muß    /  —  5' — 2.t  =  o    werden,    also 
Damit    also    das  Moment    ein  Maximum  wird,    muß    der 


Lastenzug  derart  aufgestellt  werden,  daß  die  Mitte  der  Spann- 
weite die  Strecke  s  (Abstand  der  Mittelkraft  vom  gefährlichen 
Querschnitt)   halbiert. 

Man  kann  das  Ergebnis  auch  noch  anders  deuten.  Da  h=~l  —  s  —  x  ist 
und  l  —  5—  ax  —  o,  also  l  —  s  =  2 rr,  so  wird  6=  zx  —  a;  =  x. 

Damit  also  das  Moment  ein  Maximum  wird,  muß  der  Lasten- 
zug derart  aufgestellt  werden,  daß  seine  Mittelkraft  vom  rechten 
Auflager  denselben  Abstand  hat,  wie  der  gefährliche  Querschnitt 
vom  linken  Auflager. 

Beispiel. 

Der  Balken  habe  eine  derartige  Spannweite,  daß  nur  zwei  Lasten  auf- 
gestellt   werden    können   (Abb.  101).     Der    gefährliche  Querschnitt    muß   unter 


der  am  meisten  nach  der  Mitte  zu  wirkenden  Last  P  liegen  in  einem  Abstand  x 
vom  linken  Auflager,  der  gleich  dem  Abstand  h  der  Mittelkraft  B  vom  rechten 
Auflager  ist,  wobei  die  Mitte  der  Spannweite  die  Strecke  s  halbieren  muß,  so 

2  2 


daß  x 


ist. 


Alsdann  ist 


Mit 


ifn 


Ax  —  A[^ 


wird 


A  =  B-~  — 


2P^X 

~  l 


M       — 


2P 


~        l        \2  2  ) 


f 


4-/. 


R'2P 


Abb.  loi. 


^P-3P 

I 


M- 


Abb.  I02. 


B-iP 


Würden  beispielsweise  drei  Lasten  P  auf  den  Balken  gehen,  so  müßten 
die  Lasten  symmetrisch  zur  Mitte  aufgestellt  werden  (Abb.  102),  da  dann  die 
für  ilfmax  aufgestellte  Bedingung  x='b  erfüllt  ist. 

Alsdann  ist 


Mnax  =  Ä 


Fa  — 


P 


P-a. 


Nach  diesem  Verfahren  sind  die  Momente  il/ma.v  für  eine  Reihe  von 
Spannweiten  l  für  den  preußischen  Lastenzug  berechnet^)  und  die  Ergebnisse  in 
den  Tabellen  II  und  IIa  auf  Seite  76  und  77  zusammengestellt. 

Die  Tabellen  enthalten  die  größten  Biegungsmomente  Jl/max  für  Stützweiten 
von   1  bis  150  m   in  t  •  m.     Für   dazwischenliegende   Stützweiten  ist  geradlinig 


einzuschalten,  wozu  die  Werte 


Jl 


benutzt  werden.     Auch    die    den   ver- 


schiedenen Stützweiten    entsprechenden  Belastungsgleich  werte    kann  man 
aus  den  Tabellen  entnehmen.     Diese  sind  für  Überschlagsrechnungen  geeignet 


und  mit  Hilfe   der  Gleichung 


p-P 


=  Mmsix  bestimmt,  worin  Jl/max  das  durch 


die    Achslasten    hervorgerufene    größte    Biegungsmoment    ist.      Die    mit   Hilfe 
dieser  Gleichung   gefundene    gleichmäßig  verteilte  Belastung  p  = 7^'       J^ 

Längeneinheit  beansprucht  den  Balken   annähernd  ebenso  wie  die  Achslasten. 

Die  nachstehenden  Tabellen  für   den    17  t-   und    20  tZug    sind  aus    der 
Hütte  III,  23.  Auflage,  Seite  67  und  72  entnommen. 

1)  Müller-Breslau,  Graph.  Statik,  I.  Bd.,   V.  Autl.,  Seite    177   11.  ff. 
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Tabelle  II  (für  den   17  t-Zug). 


l       ilfmax 


J  ilfmax    8  3/max 


Jl 


l       ilfmax 


jMn 


8  Mn 


Jl 


l      3fmax 


J  MxaBi^  ■  8  Jfmax 

IT 


10 

1,2 

1,4 
1,6 
1,8 

2,0 

2,2 

2,4 
2,6 
2,8 

3.0 

3.2 

3,5 
40 

4,5 

5,0 

6 

7 
8 

9 

10 

II 

12 
13 

14 

15 


5,00 

6,oo 
7,00 
8,00 
9,00 

10,00 

11,00 
12,00 

13-16 
15,01 

16.88 

18,76 
21,61 
28,50 
35.63 

42,75 

57,00 
73,45 
93,50 

"4.7 

135.9 

157,1 
178,4 
199.7 

221,6 

2439 


5,00 
5,00 
5,00 
5,00 
5.00 

5,00 
5,00 
5. So 
9,25 
9,30 

0.40 
9,50 
13,8 

14-2 

14.2 

14-3 
16,4 
20,1 
21.2 
21,2 

21,2 

21,3 
21.3 

21,3 

22.1) 


40,00 

33,333 
28,571 
25,000 
22.222 

20,00 

iS.iSi 
16,666 
15,574 
15.316 

15,004 
14.656 

14,113 
14,250 

14,076 

i3,<.So 
12,666 
I2,')q2 

1 1,1.87 
1 1,329 

IO.S72 

10,387 

o,<»ii 

'»^453 
').o45 

.s,<,72 


15 

16 

17 

iS 

19 

20 

22 

24 
26 
28 

30 

32 

34 
36 


243,9 
270,0  i 
297.8  i 
327,0 
359.8  i 

394,0  I 
469,0  I 

550.5  I 

632,0 

728,2 

832,3 

939.2  I 
1050 
1165 
12S6 


40  1416 

42  J1552 

44  '1689 

46  :l832 

45  \Q-j6 

50  2123 

52  2273 
54  2423 
5t>  I2577 
58  '2737 
60  2900 


26,1 
27,8 
29,2 
3?,8 
34,2 

37,5 
40,8 

40,8 
48,1 
52,1 

53,5 
55.4 
57.5 
60,5 
65,0 

6S,o 

68,5 

71.5 
72,0 

73Ö 

750 
75,0 
77>o 
80,0 


8,672 
8,438 

8,243 
8,074 

7,973 

7,88 

7.752 

7,645 

7-479 

7431 

7,39s 
7,338 
7,266 
7-191 
7125 

7,08 

7.038 

6,979 

6,926 

6,861 

(,.7w4 
t>-724 
6,047 

6,574 

6.50S 

•'•444 


60 

62 
64 
66 
68 

70 

72 

74 

76 

78 
80 

82 

84 

86 

88 

90 

92 
94 
96 

q8 


2  900 

3063 
3232 
3402 

3  575 

3  751 

3927 

4  109 
4295 
4484 

4  674 

4  863 
5063 
5263 
5464 

5  669 

5876 
6089 

6303 

6  520 


100 

HO 

120 
130 


6  740 

7918 
9176 
10520 
140  II  '165 
150  13  510 


81,5 
84.5 
85,0 
86,5 
88,0 

S8,o 
91,0 
<33,o 
94,5 
95.0 

97,0 
97=5 
100 

xoi 
103 

104 
107 
107 
109 

HO 

iiS 
120 
134 
144 
15^ 


6,444 
6,375 
6,313 
6,247 
6,185 

6,124 
6,069 
6,003 

5,949 
5.896 

5,843 
5,792 
5,740 
5.693 
5,645 

5,599 
5.553 
5-512 

5-471 
5-431 

5,392 
5',235 
5-097 
4-979 
4,883 
4,803 


c)  Berechnung  des  größten  ßiegungsmoments  für  einen  bestimmten  Querschnitt. 

Für  die  Lösung  dieser  Aufgabe  mögen  die  drei  zweckmäßigsten  Methoden 
angegeben  werden. 

0.)  Bestimmung  der  gefährlichsten  Zugsteilung  auf  rechnerischem  Wege.^) 

Wir  nehmen  den  Lastenzug  zunächst  in  beliebiger  Stellung  an,  wobei 
aber  eine  schwere  Last  (Lokomotivlastj  über  dem  fraglichen  Querschnitt  in 
stehen  muß,  wie  bereits  unter  b)  hervorgehoben  wurde  (Abb.  103).  Es  sei 
dies  die  rte  Last  eines  von  rechts  nach  links  fahrenden  Zuges,  dessen  erste 
Last  Pj  dem  linken  Auflager  am  nächsten  steht.  Ist  ./■„,■  der  Abstand  des 
Punktes  m  vom  linken  Auflager  und  ^  der  Abstand  der  Mittelkraft  der  Kräfte 


P^  bis  einschl.  Fr  {2\  P 


"^r)  von  ))i,  so  ist  für  diese  Zugstellung 


%■ 


Miiller-Breslau,  Graph.  Statik.  I.  Bd.,  V.  .\iitl.,  S.   173. 


Tabelle  IIa  (für  den  20  t-Zug). 


, 

P  = 

1 

P  = 

p  = 

J  Mmax 

8  Mmax 

J  Mmax 

8  Mmax 

jMxaax 

8  Mmax 

l      Mm&t. 

Jl 

P 

/ 

3/max 

Jl 

72 

l       Mmax 

Jl 

/- 

m    t  •  in 

t 

t 
m 

m 

t-m 

t 

t 
ni 

m   t  •  in 

t 

t 
m 

1,0 

6,00 

48,000 

15 

286.8 

10,199 

60 

3  390 

7,534 

I>2 

1,4 

7.20 
8,40 

6,0 
6,0 
6,0 
6,0 

40,000 
34,286 

16 
17 

317.5 
350,0 

30,7 
32,5 
34,3 
38,3 

9,922 
9,689 

62 
64 

3580 

3778 

95,0 
98,7 
98,7 

lOI 

7.451 
7.378 

1,6 

9,60 

30,000 

18 

384,2 

9,488 

66 

3  975 

7,300 

1,8 

10,80 

* 

26,667 

19 

422,5 

9,363 

68 

4  177 

7,226 

6,0 

40,0 

102 

2,0 

12,00 

6,0 

24,000 

20 

462,5 

43,8 

0,240 

70 

4  381 

102 

7,153 

2,2 

13,20 

21,818 

22 

550,0 

9,091 

72 

45S6 

7.077 

2,4 

14,40 

6,0 

6,0 

8,3 
10,7 

20,000 

24 

645,0 

47.5 

■  8,958 

74 

4  799 

107 

7,011 

2,6 

2,8 

15,60 
17,26 

18,462 
17.612 

26 

2S 

740,0 

855,4 

47.5 
57,7 
61,0 

8,757 
8,729 

76 
78 

5013 
5232 

107 

HO 
III 

6,943 
6,880 

3,0 

19,41 

17.253 

30 

977.5 

8.689 

80 

5  454 

6,818 

3,2 

21,57 

10, 8 
10,9 

16,852 

32 

1102,5 

62,5 
65,0 

8,613 

82 

5680 

"3 
117 

6,758 

3.5  1  24,85 
4>o  33,00 
4,5  41,25 

16,3 
16,5 
16.5 

16,229 
16,500 
i6,2<)6 

34 
36 
•38 

1232 
1367 
1507 

67,3 
70,1 
76,0 

8,529 
8,438 
8,350 

84 

86 

88 

5915 
6  156 

6398 

120 
121 
123 

6,707 

6,658 
6,600 

5   49,50 

16, s 

15,840 

40 

1659 

78,9 

^a')^-> 

90 

6  643 

125 

6,501 

6 

66,00 

- 

14,667 

42 

18 17 

8.240 

<)2 

0  893 

6,515 

7 
8 

y 

85,69. 
110,0 
135,0 

19,7 
24,3 
25,0 
25,0 

14,023 
13,750 
'3,333 

44 
46 
48 

1979 
2146 
2314 

81,1 

83,7 
83,7 
8517 

8,178 
8,115 
8,034 

94 
96 
98 

7143 
7  399 
7656 

125 

12S 
12S 
129 

6,467 
6,423 
t^377 

10 

160,0 

12,800 

50 

2485 

7, ''53 

100 

7  915 

•^.332 

II 

185,0 

25,0 

12,231 

52 

2660 

87,5 

-  7,871 

HO 

9  266 

135 

6,126 

12 

210.0 

25,0 

11,667 

54 

2836 

87.8 

7,778 

120 

10  698 

143 

5,''44 

25,0 

<)I,2 

155 

13  '235,0 

25.0 

11,124 

56 

3018 

1)1,2 

7,700 

130 

12  250 

168 

5,799 

14  1260,0 

10,637 

58 

3201 

7.612 

140 

I  \  920 

5,685 

15 

286.8 

26,8 

IO,I<)f) 

60 

3390 

94.7 

7,534 

150 

15  734 

181 

5-594 

I   \ 


^ 


Es  ist  nun  festzustellen,  ob  dieses  Moment  bei  einer  unendlich  kleinen 
Verschiebung  des  Lastenzuges  um  die  Strecke  d'i  zu-  oder  abnimmt.  Verschiebt 
man  den  Zug  um  d'^ 
nach  links,  vergrößert 
also  'S.  um  d"^,  dann 
ändern  sich  sowohl  § 
als  auch  hn  (Abstand 
der  letzten  Last  P„  vom 
rechten  Auflager)  um 
dasselbeDifferential  c/g, 

da  sämtliche  Lasten  um  dieselbe  Strecke  d'S  vorrücken.  S«  und  .r„,  bleiben 
unverändert,  desgleichen  '^j,..  Mm  ändert  sich  um  sein  Differential  d  Mm-  Es 
wird  daher 


r  i    ■ 


^1^ 


Abb.  103. 


d3f„,=^%^. 


l 


%r  •  (l'i   und 


78     - 


d  ilf, 


Wird       ,g      negativ,    so    nimmt  nach    einer  bekannten  Regel  aus  der  höheren 


dM„ 


Mathematik  M,n   mit  wachsendem  §  ab.       ^r^-^    wird     aber     negativ,     wenn 


^n  •  ^Y   ^  ^r  bezw.  wenn 


Sp„<!15,..J_. 


Verschiebt  man  weiter  den  Zug  um  —  d^  nach  rechts,  verkleinert  also  ^  um  ä^, 
dann  befinden  sich  links  von  m  nur  noch  die  Lasten  P^  bis  -Pr-i,  da  P,.  im 
Abstand  d'S  rechts  von  m  steht.  Ist  die  Mittelkraft  der  Kräfte  P^  bis  Pr-i 
=  ''^r-i,  so  ist 


dM^^^<^^-:c. 


l 


iv-i  •  (-  fU)  =  ^-|5,_, .  (^§  -  J^ü .  ^„ 


und 


(^  3/„ 


Wird  dann  ~Ty~  negativ,    so   nimmt  Mm   beim  Verschieben    des    Lastenzuges 

d  Mm  X 

um  — d'§  nach  rechts  ebenfalls  ab.        ,/'     wird  aber  negativ,  wenn  i^«  •  ^ 
>  "i',.-  I,  d.  h.  wenn 

Soll  daher  das  Moment  M^  seinen  Größtwert  erreichen,  so 
müssen  bei  der  angenommenen  Zugstellung  die  beiden  aufge- 
stellten Ungleichungen  erfüllt  sein. 


ß)  Zeichnerisches  Verfahren  (Abb.  103a). 
Es  handele   sich  um   die   Berechnung  des   größten   Biegungsmoments   für 
den  im  Abstand  x  vom  linken  Auflager  gelegenen  Querschnitt. 


ii  lii       lli        il  iU       i  i  l     l     1 


i    i    i    i    i    i 


Abb.  103  a. 
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Man  nehme  zunächst  eine  ganz  beliebige  Lastenstellungl  an  (wobei  aber  eine 
schwere  Last  über  dem  Querschnitt  stehen  muß)  und  zeichne  zu  ihr  mit  der  be- 
liebigen Polweite  Hein  Seilpolygon  (das  Seilpolygon  ist  in  Abb.  103  a  schematisch 
durch  eine  Kurve  angedeutet).  Zieht  man  dann  die  den  Auflagern  entsprechende 
Schlußlinie  s^,  so  ist  Mx  =  H-  iji  (vergl.  II.  Abschnitt,  §  6,  1,  a,  Seite  65).  Alsdann 
wähle  man  eine  beliebige  andere  Lastenstellung  II  und  ermittele  genau  wie  vor 
das  entsprechende  Moment  1/x  = -H"  •  ^/n-  Anstatt  aber  den  Lastenzug  gegen  den 
Balken  zu  verschieben  und  ein  neues  Seilpolygon  zu  zeichnen,  lassen  wir  den 
Lastenzug  I  mit  dem  zugehörigen  Seilpolygon  stehen  und  verschieben  den 
Balken  gegen  den  Lastenzug  in  die  Stellung  II,  wiederum  so,  daß  eine  schwere 
Last  über  dem  Querschnitt  steht,  was  auf  dasselbe  hinauskommt.  Nach  Ein- 
tragung der  Schlußlinie  %  ergibt  sich  dann  Mx^H-iju.  Dasselbe  Verfahren 
wiederholen  wir  noch  für  eine  Reihe  anderer  Stellungen  des  Balkens.  Man 
findet  so  durch  Vergleich  das  größte  Moment  Mx-  Da  das  Seilpolygon  nur 
einmal  gezeichnet  zu  werden  braucht  und  das  Auffinden  der  größten  Ordinate  y 
bei  einiger  Übung  recht  schnell  vonstatten  geht,  kann  das  Verfahren  als  sehr 
zweckmäßig  empfohlen  werden. 

y)   Näherungsverfahren  mittels  der  Umhüllungskurve  der  größten  Momente  bezw.  mit  Hilfe 

von  Tabellen  (Abb.  104). 

Man    ermittele    aus    der  Tabelle  II  bezw.  IIa  das   der  Spannweite  l  ent- 
sprechende J/max,    trage  den  Wert    in    der  Balkenmitte    in   irgend  einem  Maß- 
stab als  Ordinate  auf,  behalte  diese 
Ordinate    in    der   Momentenkurve  ^ 
auf   die  Strecke  0,06  l   beiderseits 
der  Mitte  bei  und  schließe  rechts 
und  links  Parabelbögen    an.     Die 
dadurch  entstehende  Kurve  ist  die 
Umhüllungskurve       der      größten 
Momente  für  die  einzelnen  Quer- 
schnitte.    Senkrecht    unter   jedem 
Querschnitt  kann  dann  das  größte 
Moment  Mx    in    dem  Maßstab,    in 

dem  ifmax  auf  getragen  wurde,  abgegriffen  werden.  Das  Verfahren  liefert  etwas 
zu  große  Werte  .1/^,  jedoch  ist  der  Unterschied  zwischen  dem  genauen  und 
genäherten  Verfahren  nur  ein  geringer,  so  daß  das  Verfahren  sehr  empfohlen 
werden  kann. 

Die  Gleichung  eines  Parabelzweiges  lautet 
4  M^^ 


M-r  = 


K 


0,06  n  L    V2  y         j 


(vergl.  §  6,  1,  a,  Seite  66), 


woraus 


_   x{o,SSl  —  x) 

,2    72 


Mx     _ 

Mmax  0,442  .  /2 

Nach    dieser    Gleichung    wurden    die    in    der   Tabelle   III    auf    Seite  81 


zusammengestellten  Werte 


Mx 


Mn 


berechnet. 
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Alsdann  ist 


il/.=^ 


M,. 


Mn 


Den  zugehörigen  Wert  ITmax  findet  man  aus  den  auf  Seite  76  und  77 
angegebenen    Tabellen  II  und  IIa.     Die  Tabelle  III   (Seite  81)    für    die  Werte 

Mo:        . 

^r^ —    ist  aus  Hütte  III,  23.  Auflage,  Seite  66  und  71  entlehnt. 

Der  Gebrauch  der  Tafel  möge  an  einem  Zahlenbeispiel  gezeigt  werden. 
Gesucht  sei  das  Moment  M^  für  einen  im  Abstand  x  =  9m  vom  linken  Auf- 
lager gelegenen  Querschnitt  eines  Balkens  auf  zwei  Stützen  von  der  Spannweite 


m  infolge  eines  20  t-Zuges.     Man  findet 


=  0,1875.     Aus    der  Tabelle 


entnimmt   man    für   den    nächst  niedrigen  Wert   ,  =0,18  den  zugehörigen  Wert 

i7 =  0,6508.     Der  Unterschied  zwischen   dem    wirklichen  Wert -7-=  o  187s 

•""max  (  ,      I  ^ 

und  dem  Tabellenwert  0,18  ist  0,0075.    Dieser  ist  daher  mit  dem  Interpolations- 


koeffizienten 


M„ 


l 


=  2,63    (ebenfalls    aus    der   Tabelle    zu    entnehmen)    zu 


Man     findet 
Zu  der  Spann- 


multiplizieren     und     das     Ergebnis      zu     0,6508     zu     addieren. 
0,0075  ■  2,63  =  0.0197;    daher  0,6508  +  0,0197  =  0,6705  =    j^~  . 

-iMinax 

weite  /  =  48  m    gehört    nach    der    auf    Seite  77    stehenden    Tabelle  IIa    ü/max 

M  • 
=  23i4t-m.     Mithin    ist  71/^=    -,~   .     .l/max  =  0,6705  •  2314=  1551,537  t  •  m. 

Liegt  eine  eingleisige  Eisenbahnbrücke  vor,  so  ist  dieser  Wert,  da  auf 
leden  Hauptträger  nur  ein  Raddruck  entfällt,  die  Tabellen  aber  für  Achs- 
drücke aufgestellt  sind,  noch  durch  2  zu  dividieren. 

Für  den  i7t-Zug  würde  man,  da  für  diesen  nach  der  auf  Seite  76 
stehenden  Tabelle  II  ilfmax  -  1976  t  •  m  ist,  erhalten  il/max  =  0,6705  •  1976 
1324,908  t  •  m. 


2.    Bewegliche   gleichmäßig  verteilte  Belastung  QVlfd.m). 
Bewegt  sich  die   gleichmäßig  verteilte  Last    von    rechts    nach    links    und 
Abb.  105.  hat  gerade  die  in  Abb.  105  angedeutete 

Stellung,  so  ist  die  Gesamtlast  ^^p-x, 
angreifend  in  der  Mitte  der  Strecke  ,/;. 
Durch  eine  Momentengleichung  in  bezug 
auf  das  rechte  Auflager  ergibt  sich  daher 


Ä-l 


A 


X 

p-.r  — 

2 


2l 


Abb.  105  a. 


Das   ist  die  Gleichung  einer  Parabel, 
deren  Endordinaten  durch  folgende  Be- 
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Tabelle  III. 


17  t-Zug 


X 

Mx 

J 

Mx 

Mmax 

l 

il/tnax 

^T 

Mx 


Mn 


Mx 


Mt^ 


20t-Zug 


Mx 


Mn 


Mx 


Mx 


0,00  0,0000 

o,oi|  0,0449 
0,02  0,0888 

0,03  0,1317 
0,04  0,1736 

0,05;  0,2144 

0,06  0,2541 
0,07, 0,2929 
0,08  0,3306 
0,09'  0,3673 

0,iOi  0,4029 

o.iij  0,4375 
0,12!  0,4711 

0,13!  0,5036 
0,14' 0,5351 

0,15!  0,5656 

0,16,  0,5950 
0,17:  0,6235 
0,18  0,65öS 
o,i9|  0,6772 

0,20!  0,7025 


0,21 
0,22 
0,23 
0,24 
0,25 


0,7268 
0.7500 
0,7722 

0,7934 
0,8135 


4.49 
4.39 
4. '2  9 
4,18 
4,08 

3.9« 
3.87 
3-77 
3.67 

3.56 

3.46 
3.36 
3.25 
3.15 
3.05 

2,94 
2,84 
2.74 
2,63 

2.53 

2,43 
2,32 
2,22 
2,12 
2,01 


0,25 

0,26 
0,27 
0,28 
0.29 

0,30 

0,31 

0,32 
0-33 
0,34 

0,35 

0.3^3 
0,37 
0,38 
0,39 

0,40 

0,41 
0,42 
0,43 
0,44 

0,45 

■0,46 

0,47 
0,48 

0,49 
0,50 


0,8135 

0,8326 
0,8507 
0,8678 

0,8838 

0,8988 

0,9127 
0,9256 
0,9375 
0,9483 

0,9582 

0,9669 

0,9747 
0,9814 
0,98711 

0,9917 

o.9954| 
o,9979J 
0,9995 
i,oooo| 

1,0000 

1,0000 
1 ,0000 
1 ,0000 
1 ,0000 

1,0000 


1,91 
1,81 

1,70 
1,60 

1,50 

1.39 
1,29 

I.I9 
1,08 
0,98 

o,S8 

0,77 
0,67 

0,57 
0,46 

0,36 
0,26 
0,16 
0,05 


0,00 

0,0000 

0,01 

0,0449 

0,02 

0,0888 

0,03 

0,1317 

0,04 

0,1736 

0,05 

0,2144 

0,06 

0,2541 

0,07 

0,2929 

0,08 

0,3306 

0,09 

0,3673 

oiio 

0,4029 

0,11 

0,4375 

0,12 

0,4711 

0,13 

0,5036 

0,14 

0,5351 

0,15 

0,16 
0,17 
o,i8 
0,19 

0,20 

0,21 
0,22 
0,23 
0,24 
0,25 


0,5656 

0,5950 
0,6235 
0,6508 
0,6772 

0,7025 

0,7268 
0,7500 
0,7722 

0,7934 
0,8135 


4,49 
4.39 
4,29 
4,18 
4,08 

3,98 
3,87 
3.77 
3.67 
3.56 

3,46 
3,36 
3,25 
3.15 
3,05. 

2.94 
2,84 

2,75 
2,63 

2-53 

2,43 
2,32 
2,22 
2,12 
2,01 


Mx 


Mv 


Mx 

Mm 


0,25 

0,26 
0,27 
0,28 
0,29 

0,30 

0,31 

0,32 
0,33 
0,34 

0,35 

0,36 
0.37 
0,38 
0,39 

0,40 

0,41 
0,42 
0,43 
0,44 

0,45 

0,46 
0,47 
0,48 
0,49 
0,50 


0,8135 

0,8326 
0,8507 
0,8679 
0,8838 

0,8988 

0,9127 

0,9256 
0,9375 
0,9483 

0,9582 

0,9669 

0,9747 
0,9814 
0,9871 

0,9917 

0,9954 
0,9979 

0,9995 
1 ,0000 

1,0000 

1,0000 
r,oooo 
i,ocoo 
1 ,0000 
1,0000 


I.9I 
1,81 

1,70 
1,60 

1.50 

1.39 
1,29 

1,19 

i,oS 
0,98 

0,88 

0,77 
0,67 

0,57 
0,46 

0,36 
0,26 
0,16 
0,05 


p-l^       p-l 
dingungen    bestimmt    sind:    Für  x  =  o  bezw.  /  wird  J.  =  o  bezw.  =-^  —  —    • 

Die  Parabel  entspricht  dem  /l  Polygon  eines  aus  Einzellasten  bestehenden  Lasten- 
zuges und  heißt  daher  die  ^1-Parabel  (Abb.  105  a).  Für  eine  in  umgekehrter  Rich- 
tung sich  bewegende  Last  erhält  man  die  ß- Parabel  als  Spiegelbild  der  4-Parabel. 

B.   Berechnnng  der  Größtwerte  statischer  Größen  für  beliebige  Lasteuzüge  mit  Hilfe 

von  Einflußlinien. 

1.  Allgemeine  Bestimmung  von  Einflußlinien. 
Wir  untersuchen  den  Einfluß  einer  wandernden  Last  von  der  Größe  1  t 
auf  irgend  eine  statische  Größe,  z.  B.  das  Moment  Mm  eines  Zweigelenkbogens 
(Abb.  106).  Die  Stützenwiderstände  H,  A  und  B  infolge  irgend  einer  Last- 
stellung seien  als  bekannt  vorausgesetzt.  Wie  diese  gefunden  werden,  wird 
in  späteren  Abschnitten  gezeigt  werden. 

Kirohhoff,  Statik.  I.  ^ 
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Nehmen  wir  zunächst  einmal  an,  die  Last  i  t  stehe  auf  dem  Querträger  o. 
Da  dann  der  Zweigelenkbogen  noch  unbelastet  ist,  so  wird  Mm  =  o.  Nunmehr 
möge  die  Last  i  t  im  Querträger  i  angreifen.  Infolge  dieser  Laststellung  wird 
Mm  =  -Bi  •  ^m  —  Hj^  •  Um.  (von  der  rechten  Seite  aus  berechnet),  worin  B^  und  ifj 
die  Stützenwiderstände  des  rechten  Auflagers  infolge  der  im  Punkt  i  wirkenden 
Last  1  t  sind.  Der  Bogen  selbst  ist  als  gewichtslos  aiiziinehmeii,  da  lediglich 
der  Einfluß  der  Last  i  t  auf .  das  Moment  M,n  gesucht  ist.  Wir  setzen  den 
gefundenen  Wert  Bix'm — H^-  ym=^Vi  und  tragen  ihn  senkrecht  unter  der 
Last,  d.  h.  unter  dem  Querträger  i  in  irgend  einem  Maßstab  von  der  Wage- 
rechten  a — b  aus  als  Ordinate  auf,  wobei  angenommen  werde,  daß  sich  ^i 
positiv  ergeben  hat.  Die  Wagerechte  a — b  wollen  wir  in  Zukunft  die  Null- 
gerade nennen. 

Dieses  Verfahren  wiederholen  wir  jetzt  für  eine  Reihe  weiterer  Last- 
stellungen, wobei  sich  im  allgemeinen  teils  positive,  teils  negative  Werte  t]  ergeben 

werden.    So  sei  z.  B.  infolge  der  Last  i  t 
^^^-  '°^-  im  Punkt  4  M,n  =  A,  •  x,n  -  -H,  •?/„»  =  -  Vi 

(von  der  linken  Seite  aus  berechnet). 
Wenn  wir  die  positiven  Werte  rj  nach 
unten  auftragen,  müssen  die  negativen 
Werte  nach  der  entgegengesetzten  Seite, 
also  nach  oben  aufgetragen  werden. 
iji  muß  daher  senkrecht  unter  dem  Punkt4 
oberhalb  der  Nullgeraden  liegen. 

Verbindet  man  dann  die  Endpunkte 
der  Ordinaten  i]  miteinander,  so  entsteht 
ein  Polygon,  welches  die  Einflußlinie 
für  das  Moment  Mm,  genannt  wird.     Die 
von  dem  Polygon  und  der  Nullgeraden  eingeschlossene  Fläche  heißt  die  Ein- 
flußfläche für  das  Moment  Mm  (Abb.  io6a). 

Genau  so  wird  bei  der  Berechnung  der  Einflußlinie  für  irgend  eine  andere 
statische  Größe,  z.  B.  eine  Querkraft,  eine  Auflagerkraft  oder  beimr  Fachwerk 
für  eine  Stabkraft  verfahren. 

Wirkt  nun  an  Stelle  der  Last  i  t  in  irgend  einem  Punkt  die  Last  i*t,  so 
ist  der  Einfluß  auf  das  Moment  if^  ^mal  so  groß,  also  P-^.  Wirken  mehrere 
Lasten  P  gleichzeitig,  so  ist  nach  dem  Gesetz  von  der  Summierung  der  Einzel- 
wirkungen Mm=^Pf]- 

Die  Einflußlinie  ist  ein  vorzügliches  Mittel  zur  Bestimmung  der  un- 
günstigsten Stellung  eines  .Lastenzuges. 

Das  größte  positive  Moment  (Max  Mm)  entsteht  z.  B.,  wenn  der  Lastenzug 
nur  über  dem  positiven  Teil  der  Einflußlinie  aufgestellt  wird,  und  zwar  so,  daß 
der  Wert  .^P  •  i]  ein  Maximum  wird  (Abb.  107).  Das  ist  offenbar  der  Fall,  wenn 
eine  der  schwersten  Lasten  über  der  Spitze  der  Einflußlinie  steht.  Stellungen, 
bei  denen  dies  nicht  der  Fall  ist,  wie  z.  B.  bei  der  Stellung  la,  brauchen  bei 
Bestimmung  des  Größtwertes  ^P-rj  nicht  berücksichtigt  zu  werden,  da  sie  un- 
bedingt einen  kleineren  Wert  ^ P-  r]  liefern. 


Abb.  io6a. 
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Den  Größtwert  erhält  man  dann,  wenn  man  für  die  in  Betracht  kommenden 
Lastenstellungen  (Stellungen  I,  II  und  III  in  Abb.  107)  die  zugehörigen  Werte 
^Pti  ermittelt  und  miteinander  vergleicht. 

Zur  Bestimmung  des  größten  negativen  Moments  (MnMm)  stelle  man 
den  Lastenzug  nur  über  der  negativen 


»    »     T     »     i  Stellung  la 
i    i    i    i    i  Stellung  M 
\    \    \    ),    \,SreliunßM 


Abb.  107. 


-TTTTT"^ 


Abb.  107  a. 


Einflußfläche  auf,  berechne  für  verschie- 
dene Stellungen  die  entsprechenden 
Werte  ^  P  tj  und  stelle  durch  Vergleich 
den  Größtwert  fest.  Hat  die  negative 
Einfluflfläche  wie  in  Abb.  107  a  keine 
Spitze,  so  ist  natürlich  die  Bestimmung 
der  ungünstigsten  Lastenstellung  zeit- 
raubender wie  in  dem  ersten  Falle,  da 
es  dann  nicht  so  leicht  zu  übersehen 
ist,  welche  Stellung  als  die  ungünstigste 
in  Frage  kommen  kann. 

Die  Werte  Max  .¥,«  und  Min  J/,«   nennt    man    die    Grenzwerte   von   Mm- 

Handelt  es  sich  um  die  Bestimmung  der  Einflußlinie  für  irgend  eine 
andere  statische  Größe,  z.  B.  eine  Querkraft,  einen  Auflagerdruck  oder  eine 
Stabspannkraft,  so  ist  in  entsprechender  Weise  zu  verfahren. 

Werden  die  äußeren  Lasten  durch  Querträger  auf  die  Hauptträger  über- 
tragen, so  brauchen  die  Ordinaten  ij  der  Einflußlinie  nur  für  in  den  Quer- 
trägern angreifende  Lasten  1  t  ermittelt  zu  werden,  da  die  Einflußlinie 
zwischen  zwei  Querträgern  geradlinig  verläuft,  wie  nachstehende 
Entwicklung  zeigt  (Abb.  108): 

Angenommen,  die  Last  1  t  steht 
zwischen  zwei  Querträgern.  Wir  er- 
setzen sie  durch  ihre  auf  die  benach- 
barten Querträger  entfallenden  Seiten- 
kräfte    ~-  (links)  und  — '~    (rechts). 

Es  ist  dann 

wenn    *//    und    tir   die    senkrecht    unter 

diesen  Lasten  liegenden  Ordinaten  der 

Einflußlinie    sind  (Abb.  108 a).      Die  Gerade  a—b  schneidet  nun  von  der  Senk- 

Techten    durch  die  Last  1  t  die  Strecken  i]o  und  rj^   ab,    und    es    bestehen    die 

Proportionen 

^=^    und     ^«  =4- 

a  ,  b 


Abb.  108  a. 


Hieraus  ergibt  sich 


I0 


^      rjr  und   rju         ^ 


m 


JEs  ist  daher 


M.,  =  I 


'7/+I 


r}r  =  I  {%  +  n<)- 
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Verbindet  man  also  die  Endpunkte  der  unter  den  Querträgern  liegenden 
Ordinaten  der  Einflußlinie  geradlinig  miteinander  und  bezeichnet  die  Ordi- 
n'aten  rjo  +  »/«  zwischen  dieser  Geraden  und  der  Xullgeraden  mit  rj,  so  gilt 
auch  für  eine  im  Felde   stehende  Last  wie  für  in    den   Querträgern    stehende 

,  Lasten  die  Beziehung  Mm  =  \  •  rj. 

Wirkt  an  Stelle  der  Einzellasten  eine 


P/lfdm 


■idx 


Abb.  lOQ. 


S/lfüin 

ll/llilMMITTr 


-^<rTnTT{^T»J 


Abb.  HO. 


j/m 


llilllllM^lhlllllMllllirTTTri 


^SfcrrpT^MpA:'--^  gleichmäßig  verteilte  Verkehrslast  p  für 
eine  Längeneinheit  (Abb.  109),  so  erhält 
man  z.  B.  für  Min  J/,„,  wenn  man  die  gleich- 
mäßig verteilte  Belastung  durch  unendlich 
viele  Einzellasten  p  ■  dx  ersetzt,  den  Wert  Min  .V„i  =  —  fp-d.r-  rj  (allgemein 
=^2P-ri;  an  Stelle  der  Lasten  P  sind  hier  die  Lasten  p-dx  getreten  und  an 
Stelle  der  Summe  wegen  der  unendlich  vielen  Lasten  das  Integral).-  Da  p  eine 
Konstante  ist,  so  wird  }A'\nMm  =  — p-  fij-dx.  \i}-dx  ist  aber  der  Flächen- 
inhalt des  negativen  Teils  der  Einflußfläche  =  F-,  so  daß  Min  }I,a  —  —p  ■  F-  wird. 
Entsprechend  erhält  man  durch  Belastung  des  positiven  Teils  der  Einfluß- 
linie Max  Mm  = -'r  p  •  ^^+,  worin  F^  den  Flächeninhalt  des  positiven  Teils   der 

Einflußfläche  bedeutet.  Faßt  man  z.B.  das  Eigen- 
gewicht als  gleichmäßig  verteilte  Belastung  g 
je  Längeneinheil"  auf,  so  erhält  man,  da  das 
Eigengewicht  über  der  ganzen  Einflußlinie  wirkt, 

:\Im,  =  g-F^-c,.F^^g(F^-F^) 
(Abb.  1 10). 

Ist  ferner  Min  Mm  infolge  Eigengewichts 
und  eines  Lastenzuges  gesucht,  so  wirkt  die 
Belastung  gr/lfd.  m  über  der  ganzen  Einfluß- 
linie, während  der  Lastenzug  nur  über  ihrem 
negativen  Teil  aufzustellen  ist,  und  es  wird 
alsdann 
Min  J/^  —g{F+~  FJ)  —  JSPrj  (Abb.  i  loa). 

Ist  z.  B.  Max  M,n  infolge  gleichmäßig  ver- 
teilter Verkehrslast  und  Eigengewicht  gesucht, 
so  bringen  wir  die  Verkehrslast  nur  über  dem 
positiven  Teil  der  Einflußlinie,  das  Eigengewicht 
aber  über  der  ganzen  Einflußlinie  an  (Abb.  110b;. 
Mit  i)-\-g  =  q  wird  sodann 

MaxJ/„,  =  ./.i^^-r/.i^_. 
Entsprechend  findet  man 

Mm3Im  =  -q-F--\-g-F.. 
Durch  Addition  beider  Gleichungen  erhält  man 

Max  M^ -f  Min  J/„,  =z  ,?  (F.^  -  F_)  +  ^  (F+ -  i^_)  =  (F_  -  i^_) .  (5  +  ^). 
Hat   man    nun  Mmg  in    der  Form    Mmq=fj-Co  dargestellt,    wo    Co  den    Wert 
bedeutet,  den  M,„g  im  Fall  g=i  annehmen  würde,  so  findet  man 
Max  M,„  +  Min  3/,„  =  (5  -f  </)  €„, 


<ffW^ 


Abb.  iioa. 
Abb.  II ob. 


ff'fi*^ 


[Hlliliilllnil/llllllllMII 


Abb.  I  IOC. 
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denn  der  Einfluß  der  gleichmäßig  verteilten  Belastung  ,7=1  ist  dann 

Ist  z.B.  die  Bestinnmung  von  Min  If«  die  einfachere,  so  berechnet  man 

Man  kann  dann  sofort  anschreiben 

IVIax3/„,  =  </.Co+p.jP-. 
Zur  Probe  addieren  wir  die  beiden  Gleichungen  und  erhalten 

Max  M,,  +  Min  Jf,„  z=^{q^g)Go, 
was  mit  der  oben  aufgestellten  Gleichung  übereinstimmt. 

Gestaltet  sich  die  Berechnung  von  MaxTlf«  einfacher,  so  bilden  wir 
Max  M„,  =  P  ■  F+-\-g(F+  -  F-)  z=p. F+-\-g.  C„. 
Es  muß  dann  sein 

mm3I,„=q.Co—P'F+. 

Probe;   Max  ]\I„,  +  Min  31m  =  (^  +  g)  C^. 
Der  Wert  Co  =  Mm  infolge  g=i  kann  häufig  schneller  ohne  Zuhilfenahme  der 
Einflußlinie   gefunden  werden.     Auch  in   diesem  Fall  gelten  natürlich  die   an- 
geschriebenen  Gleichungen.     Ist    daher    der    eine  Grenzwert    auf   irgend    eine 
Weise  gefunden,  so  kann  der  andere  ohne  werteres  angeschrieben  werden. 

Man  nennt  diese  von  Müller- Breslau  aufgestellte  Regel  die  Grenz wert- 
regel.  Wir  werden  in  unseren  späteren  Untersuchungen  bei  Aufsuchung  von 
Grenzwerten  mehrfach  hierauf  zurückkommen. 


2.    Anwendung   auf  den   Balken   auf  zwei  Stützen, 
a)    Die  Einflußlinie  für  den  Auf  lagerdruck  A  (Abb.  iii). 
Steht    die  Last  it    im    beliebigen  Abstand  g  vom  rechten  Auflager,   so 
ergibt  sich  A  durch   eine  Momentengleichung  in  bezug  auf   den   rechten  Auf- 

---.      Dieser    Wert   muß    also    senkrecht    unter    der   Last    als 


lagerpunkt 

Ordinate  rj  aufgetragen  werden. 
Die  Gleichung  der  Einflußlinie 

lautet   daher  ij—i-^.   Das  ist 

die    Gleichung    einer    Geraden, 
die  von  der  Senkrechten  durch 
das    linke   Auflager    die    Ordi-      .7. 
nate    1     abschneidet,     während 
ihre  Ordinate  unter  dem  rechten 


Abb.  III. 


Auflager  =  0  sein  muß.     Denn  für  '^  =  1  wird  A  =  ^=  +  1,  undfür^^o  er- 
gibt sich  ^  =  0. 

Steht  dann   die  Last  1  t  aut    dem   Kragarm   im  Abstand  §'  vom    rechten 
1  -i" 
l     ■ 

l 


Autlager,   so  wird  J.  =  — 
Ordinate    der   ^-Linie  = - 


Senkrecht    unter    der    Last    muß    daher    die 
sein.      Die  Gleichung  des   dem  Kragarm   ent- 
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sprechenden  Teiles  der  Einflußlinie  lautet  daher  ^' 


l 


Das  ist  ebenfalls 


die  Gleichung  einer  Geraden,   die  bestimmt    ist    durch    die  Bedingungen,    daß 


für  J' =  o  ^  =  o  und   für  'S,'=^h  ?/  =  — 


werden  muß.     Man  erkennt  leicht. 


\.h 


daß    die   Ordinaten  -f-i,  y/,  ^'  und — — -, —   auf   einer    Geraden    liegen    müssen. 

Da  der  Balken  als  starre  Scheibe  aufgefaßt  werden  darf  (vgl.  Abschnitt  III, 
Seite  61),  so  folgt  daraus  der  wichtige  Satz: 

Zu  jeder  statisch  bestimmt  gelagerten  starren  Scheibe  gehört 
eine  Gerade  als  Einflußlinie. 

Dieser  wichtige  Satz  wird  weiter  unten  bei  Besprechung  der  kine- 
matischen Theorie  des  Fachwerks  noch  schärfer  bewiesen  werden. 


b)    Die  Einflußlinie  für  das  Moment  Mm  (Abb.  112). 

Wir  führen  einen  Schnitt  durch  m  und  bringen  als  Ersatz  das  dort 
wirkende  Moment  Mm  der  inneren  Kräfte  an,  wodurch  am  Gleichgewichts- 
zustand des  Balkens  nichts  geändert  ist.  Dadurch  zerfällt  der  Balken  in  zwei 
starre  Scheiben,     jeder  dieser  Scheiben  muß  eine  Gerade  als  Einflußlinie   ent- 


Abb.  112. 


Abb.  in. 


.Abb.  112  a. 


Abb.  113  a. 


sprechen.  Nimmt  man  zunächst  an,  daß  die  wandernde  Last  1  t  auf  der 
Scheibe  II  steht,  so  wird,  da  das  Moment  der  äußeren  Kräfte  gleich  dem  Moment 
der  inneren  Kräfte  sein  muß,  Mm  =  +  4  •  Xm  (vom  links  abgetrennten  Teil  aus 
berechnet).  Zu  der  Scheibe  II  gehört  daher  die  ^4  •  a-,«  -  Linie  als  Einflußlinie, 
d.  i.  eine  Gerade,  deren  Verlängerung  von  der  Senkrechten  durch  das  Auf- 
lager A  die  Ordinate  1  •  Xm  abschneidet  (Abb   112  a). 

Steht  dann  die  Last  1  t  auf  der  Scheibe  I,  so  ist  Mm  ^  B  ■  x'm  (vom  rechts 
abgetrennten  Teil  aus  berechnet).  Zur  Scheibe  I  gehört  also  die  U  •  x,'„-Linie 
als  Einflußlinie,  d.  i.  eine  Gerade,  deren  Verlängerung  von  der  Senkrechten 
durch  das  Auflager  B  die  Ordinate  1  •  x'm  abschneidet.  Unter  m  müssen  beide 
Geraden  sich  schneiden.  Denn  wenn  die  Last  ]  t  gerade  in  ))i  steht,  so  ist  M,a 
sowohl  =  .4  •  x„j  (vom  linken  Teil  aus  berechnet)  als  diMch  =  B  •  x'm  (vom  rechten 
Teil  aus  berechnet).  Die  Ordinate  der  Einflußlinie  unter  m  muß  daher  sowohl 
der  4  •  a:»)- Linie  als  auch  der  .B  •  a'^- Linie  angehören,  und  das  ist  nur  möglich, 
•  wenn    die    beiden  Linien   sich    unter  m  schneiden. 


Liegt  die  Schnittstelle  w  zwischen  zwei  Querträgern  (Abb.  113),  so  zeichne 
man  zunächst  die  Einflußlinie  wie  in  Abb.  112  a  und  berücksichtige  dann  noch,  daß 
zwischen  den  beiden  Querträgern  die  Einflußlinie  geradlinig  verlaufen  muß 
(Abb.  113  a). 

c)    Die  Einflußlinie  für  die  Querkraft  Q,n  (Abb.  114). 

Steht  die  Last  1  t  rechts  von  m,  also  auf  der  Scheibe  II,  so  wird  die 
Querkraft  Q,a  =  +  ^  (vom  links  abgetrennten  Teil  aus  berechnet).  Zu  der 
Scheibe  II   gehört  also   die  positive  J.- Linie  als  Einflußlinie,  d.  i.  eine  Gerade 


Abb.  114. 


Abb.  114  a. 


Abb.  115  a. 


mit  der  Ordinate  +  1  unter  dem  Auflager  A.  Steht  dann  die  Last  1  t  links 
von  m,  also  auf  der  Scheibe  I,  so  wird  Qm  =  —  B  (vom  rechts  abgetrennten 
Teil  aus  berechnet.  Bezüglich  des  Vorzeichens  der  Querkräfte  vgl.  auch  Seite  35 ). 
Zu  der  Scheibe  I  gehört  also  die  mit  —  1  multiplizierte  B-Linie  als  Einfluß- 
linie, d.  i.  eine  Gerade  mit  der  Ordinate  —  1  unter  dem  Autlager  B.  Dadurch 
entsteht  die  in  Abb.  114  a  dargestellte  Einflußlinie.  Für  den  Fall,  daß  die 
Schnittstelle  )n  zwischen  zwei  Querträgern  liegt,  ist  wieder  zu  beachten,  daß 
die  Einflußlinie  zwischen  den  beiden  Querträgern  geradlinig  verlaufen  muß 
(vgl.  Abb.  115). 

d)    Einflußlinien  für  Momente  und  Querkräfte  für  im  Kragarm  liegende  Querschnitte. 


im   Abstand  x,n   vom    rechten   freien   Ende 
Steht  die  Last  1  t  links   vom  Schnitt,  also 


Es  handle  sich  um  einen 
gelegenen  Querschnitt  (Abb.  116). 
auf  der  Scheibe  I,  so 
werden  M,„  und  Qm  ^o, 
wie  man  sofort  erkennt, 
wenn  man  M„i  und  ^„^ 
vom  rechts  abgetrenn- 
ten Teil  aus  berech- 
net, da  dann  rechts 
vom  Schnitt  keine 
Kraft  wirkt.  Unter  der 
Scheibe  I  müssen  daher 

die  Ordinaten  der  Einflußlinien  für  il/,„  und  Qm  gleich  Null  sein.  Steht  dann  die 
Last  1  t  im  Abstand  ^  rechts  von  m,  so  ist  M,a  =  —  1  •§  und  Q„i  =  -4-  1.  Das 
sind  Gleichungen  von  Geraden,  durch  welche  die  Einflußlinien  für  Mm  und  Q,n 
bestimmt  sind.  Sie  haben  die  in  den  Abb.  116a  u.  116b  dargestellte  Form. 
Man  beachte  dabei,  daß  für  die  in  vi  stehende  Last  i  t  M,n  =  o  und  Qm  =  -\-  ^  wird. 


Abb.  116. 


Abb.  ii6a. 


Abb.  ii6b. 
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Abb.  117  b. 


Liegt    der  Querschnitt  m  zwischen    zwei    Querträgern    (Abb.  117),    so    ist 
wieder  zu  beachten,  daß  die  Einflußlinie  zwischen  den  beiden  Querträgern  gerad- 
linig verlaufen  muß 
(Abb.  117a  u.  117b). 


e)    Einflußlinien  für 
den  Balken  auf  zwei 
Stützen  mit  Schlepp- 
träger. 

Nach  dem\'or- 
angegangenen  ist  es 
leicht,  auch  die 
Richtigkeit  der  Ein- 
flußlinien für  A,  B, 
Mm  und  Q,„  des  in 
Abb.  118  dargestell- 
ten Balkens  zu  er- 
kennen. 


Abb.  us. 


Abb.  iiSa. 


Abb.  ii8b. 


Abb.  iiSc. 


Abb.  iiSd. 


H'Linie 


A  •  Linie  > 


119. 


Abb.  119a. 


Abb.  1 19b. 


Abb.  119  c. 


f)  Der  als  Balken  auf 
zwei  Stützen  gelagerte 
vollwandige  Bogen  mit 
schräg  beweglichem 
Auflager  (Abb.  119). 

Zerlegt  man 
den  normal  zur 
Gleitbahn  des  be- 
weglichen Auflagers 
wirkenden  Auflager- 
druck B  nach  B  cos  a 
(senkrecht)  und  B  sin  « 
(wagerecht),  so  wird  in- 
folge einer  im  Abstand  4 
vom  linken  Auflager  wir- 
kenden Last  1  t 


B  cos  u  = 


l 


also      i?  =  , 

/  cos  « 

Die  iJ-Linie  ist  daher  eine 
Gerade,  die  von  der  rech- 
ten    Auflagersenkrechten 


die   Ordinate 


abschneidet  (Abb.  119  a).  Der  wagerechte  Schub  des  Bogens 


cos  a 

ist  =  B  sin  a.     Die  Einflußlinie  für  den  wagerechte  Schub  ist  daher  die  B  •  sin  «- 
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1  •  sin  a 
cos  « 


1  •  tg  a  unter  dem  rechten 


Abb.  I20. 


Abb.  i20a. 


Linie,  d,  h.  eine  Gerade  mit  der  Ordinate 

•Auflager  (Abb.  119b). 

A  wird  infolge  der  im  Abstand  §'  vom  rechten  Auflager  wirkenden  Last 

1-5' 
1  t  =  — j-^.    Der  Auflagerdruck  ^  ist  also  gleich  dem  Auflagerdruck  ^  eines 

geraden  Balkens  auf  zwei  Stützen  von  der  Spannweite  /,  die  ^-Linie  daher  eine 
Gerade  mit  der  Ordinate  +1  unter  dem  linken  Auflager  (Abb.  119c). 

Infolge  beliebiger  Lasten  P  wird  Mm'^ÄXm  —  P^-^m  —  H-y„i-  Der 
Wert  A-Xm  —  -Pi  ■  §m  ist  das  Moment  für  den  Punkt;;?  eines  geraden  Balkens 
(Abb.  i2ob),  da  auch  A,  wie  soeben  nachgewiesen,  gleich  dem  Auflagerdruck 
eines  geradenBal- 
kens  ist.  Setzen 
wir  dieses  Mo- 
ment =  Afom,  so 
wird 
31  „,  =  31  o  ,„ 

Man  erhält  da- 
her die  ili^- Linie, 
wenn  man  von 
der  i/o »*•  Linie  die 
H  ■  ym  -  Linie  ab- 
zieht (Abb.  i20c). 
DerNuUpunkt 
der  Einflußlinie 
liegt  unter  dem 
Schnittpunkt  E  Abb.  120b. 
der  Verbindungs- 
linie des  festen 
Auilagergelenks 
mit  m  und  der 
Richtung  von  B.  -^^b.  120c. 
Steht  nämlich  die 
Last  1  t  gerade 
in  E  und  berech- 
net man  das  Mo- 
ment Mm  für  diese 
Laststellung  vom 
links  abgetrenn- 
ten Teil  aus  (Abb. 
120  a),  so  wird 
M,n  =  0,    da    die 

einzige  am  links  abgetrennten  Teil  wirkende]  Kraft  Ki  durch  m  geht,  ihr 
Hebelarm  für  m  also  =0  ist.  Trägt  man  jetzt  die  Ordinaten  »/,  und  rj,  der 
Einflußlinie    von    einer    Wagerechten    ab,    so    erhält    man    die    in    Abb.  i2od 


Abb.  i2od. 


Abb.  i2oe. 
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Scgsa 


Abb.  121. 


"^"^'T^Pinfflnffi^, 


H'Linie 


A-Linie 


Abb.  121  a. 


Abb.  i2ib. 


Abb.  12  1  c. 


dargestellte  Form.  Der  zwischen  a  und  e  gelegene  Teil  der  Einflußlinie  hat 
dabei  genau  die  Form  der  ilf„j-Linie  für  einen  einfachen  Balken  von  der  Spann- 
weite a — e  (Abb.  i2oe).  Daraus  ergibt  sich  folgende  einfache  Konstruktion: 
Man  ermittele  zunächst  den  Nullpunkt  E,  zeichne  den  einfachen  Balken  a— f 
.und  die  M,;j-Linie   für  diesen  Balken   und  vervollständige  dann  die  Einflußlinie 

mittels  des  Satzes  von  den  starren 
Scheiben.')  Hat  der  Balken  ein 
in  wagerechter  Richtung  beweg- 
liches Auflager,  so  liegt  E  senk- 
recht über  diesem  Auflager. 
In  diesem  Falle  stimmen  daher 
sämtliche  Einflußlinien  mit  den 
entsprechenden  Einflußlinien 
eines  geraden  Balkens  von  der 
Spannweite  /  überein. 

DasinAbb.i  21  dargestellte 
System  verhält  sich  statisch  ge- 
rade so  wie  der  Balken  mit 
schräg  beweglichem  Auflager. 
Den  Auflagerdruck  B  des  Bal- 
Abb.  121  d.  kens  vertritt  hier  die  Stabspann- 
kraft S.  Die  Einflußlinien  für 
8,  H,  A  und  M„j  stimmen  daher 
überein  mit  den  für  den  Balken 
ermittelten  Einflußlinien  für  B,  H,  A  und  M„j  (Abb.  121a  bis  121  d). 

§  7.    Der  Fachwerkbalken  auf  zwei  Stützen. 

Es  sei  vorausgeschickt,  daß  für  die  Berechnung  aller  Fachwerksysteme 
angenommen  wird,  daß  die  Stäbe  durch  Gelenkbolzen  miteinander  verbunden 
sind  und  daß  ausschließlich  diese  Gelenkpunkte  als  Belastungspunkte  gewählt 
werden.  Dadurch  können  in  jedem  Stabe  nur  Zug-  oder  Druckspannungen 
entstehen.  Denn  wenn  man  sich  einen  Stab  durchschnitten  denkt  und  an  jeder 
Schnittstelle  eine  Kraft  hinzulügt,  welche  den  früheren  Gleichgewichtszustand 
wieder  herstellt,  so  fällt  diese  Kraft  stets  mit  der  Längenrichtung  des  Stabes 
zusammen,  da  sie  andernfalls  den  Stab  um  den  Gelenkpunkt  drehen  würde. 
In  Wirklichkeit  werden  in  den  meisten  Fällen  (wenigstens  in  den  europäischen 
Staaten)  die  Fachwerkstäbe  mit  den  Knotenblechen  fest  vernietet,  so  daß  eine 
Drehung  der  Stäbe  um  die  Knotenpunkte  nicht  möglich  ist,  die  Stäbe  sich 
also  verbiegen  müssen,  wodurch  Zusatzspannungen  (..Nebenspannungen'')  ent- 
stehen, die  aber  in  der  Regel  vernachlässigt  werden  dürfen. 

Ferner  seien  zunächst  senkrechte  Kräfte  P  vorausgesetzt,  die  also 
bei  wagerecht  beweglichen  Auflagern  auch  nur  senkrechte  Auflagerdrücke  A 
und  B  hervorrufen.  Der  Einfluß  beliebig  schräg  gerichteter  Kräfte  wird 
weiter  unten  gezeigt  werden. 

^)  Nach  Müller-Breslaus  für  den  Dreigelenkbogen  benutzten  Methode  des  stellver- 
tretenden Balkens.     Graph.  Statik,  Bd.   I,   5.  Autl.,   S.   222. 
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1.    Der  Parallelträger. 

A.  Ableituug'  allgeineiner  Formeln  für  die  Stabspaunkräfte  (Abb.  122). 

1.   Berechnung   der   Spannkräfte   in    den   Gurtstäben. 

Zur  Berechnung  von  0,„  benutzen  wir  das  Rittersche  Schnitt- 
verfahren:^)  Wir  zerlegen  durch  einen  Schnitt,  der  außer  dem  fraglichen 
Stab  0,n  nur  noch  zwei  andere  Stäbe  mit  unbekannter  Stabkraft  trifft,  das 
System  in  zwei  Teile  (Abb.  122)  und  ersetzen  die  vom  Schnitt  getroffenen 
Stäbe  durch  ihre  Spannkräfte,  die  vorläufig  als  Zugkräfte  eingeführt  werden 
und  nunmehr  zu  den  äußeren  Kräften  zählen.    Dadurch  ist  am  Gleichgewichts- 


Abb.  122. 


m  tesFeld 
Abb.  123. 


zustand  nichts  geändert,  da  die  beiden  Teile,  jeder  für  sich,  wieder  im  Gleich- 
gewicht sind.  Sodann  untersuchen  wir  den  Gleichgewichtszustand  des  einen 
abgetrennten  Teils,  z.  B.  des  linken  (Abb.  123).  (Es  empfiehlt  sich,  den  Teil 
zu  wählen,  an  dem  die  wenigsten  Kräfte  angreifen,  um  die  Rechnung  möglichst 
zu  vereinfachen.) 

Um  nun  eine  Gleichung  zu  erhalten,  in  der  nur  die  gesuchte  Spann- 
kraft Om  als  Unbekannte  enthalten  ist,  benutzen  wir  die  Gleichgewichts- 
bedingung: Die  Summe  der  Momente  in  bezug  auf  den  Schnittpunkt  der  außer 
Om  vom  Schnitt  getroffenen  Stäbe,  also  in  bezug  auf  den  Punkt  m  muß  =0 
sein.  Dann  schneiden  D,«  und  JJm  den  Momentendrehpunkt,  ihre  Momente 
sind  also  =0,  da  ihre  Hebelarme  =0  sind.     Die  Gleichung  lautet  daher: 

0„,  •  A  -f  .4  •  x,n  —  Pi  •  /m  —  o 


o,„  =  - 


h 


Axm  —  F\-hn    ist    hierin    das    Biegungs-    oder    Angriffsmoraent  ili,,,    für    den 
Punkt  ))(,  s(i  daß  wir  erhalten 


0,„  = 


h 


Da  wir  0„i  vorläufig  als  Zugkraft  positiv  eingeführt  hatten,  die  Rechnung 
aber  ein  negatives  Vorzeichen  ergibt,  so  ist  0»,  keine  Zug-,  sondern  eine 
Druckkraft. 

Zur  Berechnung  von   T,,,   benutzen   wir   die  Momentengleichung   in   bezug 
auf  den  Punkt  m  —  1 : 

[J,n  ■/(  —  A  ■  .r,„  _-.  1  =:  o 

■A.  •  Xm  —  1 


+ 


+  -%=^  (2ug). 


^)   .\.   kitttT,  Eiserne  Dach-  und  Biückenkon^truktionen.     Leipzig.     A.  Kröner. 
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Da  die  Zeiger  bei  anderer  Benennung  leicht  verwechselt  werden,  empfiehlt 

sich  folgende  Gedächtnisregel: 

Moment  für  den  dem  Stabe  gegenüberliegenden  Knotenpunkt 

Gurtspannkraft  = „  t.  t "^      ~ 

^  liebelarm 

Der  Obergurt  wird  gedrückt,  der  Untergurt  gezogen. 

2.  Berechnung  der  Spannkräfte  in  den  Füllungsstäben. 
a)  Die  Diagonalen. 

Das  Rittersche  Schnittverfahren  würde  hier  nicht  zum  Ziele  führen; 
denn  zur  Berechnung  von  Dm  müßte  die  Momentengleichung  in  bezug  auf  den 
Schnittpunkt  von  Om  und  U,n  angesetzt  werden,  die  sich  erst  im  Unendlichen 
schneiden.  Wir  benutzen  daher  eine  andere  Gleichgewichtsbedingung,  nämlich: 
Die  Summe  aller  senkrechten  Kräfte  muß  =o  sein  (2"F=^oj.  Dann  fallen 
0,n  und  Um  aus  der  Gleichung  heraus,  da  sie  keinen  Beitrag  zu  den  senk- 
rechten Kräften  liefern,  so  daß  in  der  Gleichung  nur  die  eine  Unbekannte  Dm 
enthalten  ist.     Demgemäß  mui3  sein 


D,„-sm(p-\-F,-Ä=zo  (Abb.  123);  D„,  =  + 


Ä~F, 


sm  (f 

A  —  Pj    ist  aber    die   Ouerkraft   für    das   Schnittfeld,    also   für    das   JHte   Feld, 
d.  h.  =^^  Qm,  so  daß  wir  erhalten 


n...  = 


Q. 


sin  (f 


D/n  wird  eine  Zugkraft,  wenn  Q,,,  positiv,  und  eine  Druckkraft,  wenn  Q,n  negativ  ist. 


Abb.  124  a. 


b)    Die  Vertikalen. 

Für  die  Berechnung  der  Spannkräfte  in  den  Gurtstäben  und  den  Diago- 
nalen ist  es  gleichgültig,  ob  die  Fahrbahn  unten  oder  oben  liegt,  d.  h.  ob  die 
Kräfte  F  in   den  Knotenpunkten   des   Unter-  oder  Obergurts   angreifen.     Denn 

die  Gurtspannkräfte  sind   von   den  Biegungs- 
momenten    abhängig,     die     bei    senkrechten 
Kräften  P  für  irgend  einen  Punkt  m  für  beide 
Fälle    gleich    groß   ausfallen    (die  Hebelarme 
der  senkrechten  Krätte  sind  ja  die  gleichen). 
Ebenso  sind  die  Diagonalspannkräfte  von  den 
Querkräften  für  ein  und  dasselbe 
Schnitlfeld  abhängig,  die,  wie  man 
aus  den  Abb  124  u.  124  a  erkennen 
kann,    ebenso  groß   bei  unten  wie 
bei    oben    angreifenden  Kräften  P 
werden. 

Bei  der  Berechnung  der  Spann- 
kräfte  in  den  Vertikalen    muß    man   jedoch    die  beiden 
Belastungsfälle    besonders    behanden,    da   hier  die  Lage 
der  Fahrbahn  von  Einfluß    auf  die  Spannkräfte   ist,   wie 
Abb.  125a.  aus  nachstehenden  Untersuchungen  hervorgeht. 


Abb.  125. 
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<x)   Die  Fahrbahn  liege  unten    Abb.  123I 

Wir  führen  den  Ritterschen  Schnitt,  der  außer  der  gesuchten  Spannkraft 
V,n  nur  noch  zwei  andere  unbekannte  Stabkräfte  trifft,  und  untersuchen  den 
Gleichgewichtszustand  des  linjis  abgetrennten  Teils  (Abb.  125a).  Die  GLeich- 
gewichtsbedingung  ^  F=o  liefert  dann  die  Gleichung: 

Ä  +  V^  -  Pi  -  P„,  ^  o;        V„,  =  _  (.1  _  p,  _  p„,). 

Ä — P,  — P,n  ist  die  Querkraft  für  das  {m  +  1)  te  Feld,  d.  h.=  Qm  +  i,  so  daß 

V,n  wird  eine  Druckkraft  bei  positivem  und  eine  Zugkraft  bei  negativem  Qm+i- 

ß)   Die  Fahrbahn  liege  oben  (Abb.  126). 

Nach  Führung  des  Ritterschen  Schnittes  setzen  wir  für  den  links  ab- 
getrennten Teil  (Abb.  126a)  wieder  die  Gleichgewichtsbedingung  ^V=^o  an 
und  erhalten 

/n  l^s  Feld 


m  hts  Feld 


Abb.  126a. 


r„,=:-(A-p,). 

A  —  Pi  ist  aber  die  Querkraft 
für  das  mte  Feld  =  §;„,  so  daß 
'111  -—        >!>if 

Auch    die    Formeln    für    die 
Spannkräfte     in     den    Diagonalen     i% 
und    Vertikalen  merkt    man    sich 
zweckmäßig,  um  von  den  Zeigern  unabhängig  zu  sein,  folgendermaßen: 

sm  (f 
Hierin  ist  unter  Q  jedesmal  die  Querkraft  für  das  Schnittfeld  zu  verstehen, 
d.  h.  für  das  Feld,  welches  von  den  Querträgern  begrenzt  ist,  zwischen  denen 
der  Rittersche  Schnitt    hindurchläuft.     Diese  Regel    gilt  dann    ganz    allgemein 
sowohl  für  unten  als  auch  für  oben  liegende  Fahrbahn. 

Ausnahmen  bestehen  für  die 
Stäbe   Vo  und   Vt.  (Abb.  127). 

1.  Unten  liegendeFahrbahn. 
Zur  Berechnung  von  Vo  schneiden  wir 
den  Knoten  0  heraus,  ersetzen  die 
vom  Schnitt  getroffenen  Stäbe  durch 
ihre  Spannkräfte  und  benutzen  die 
Gleichgewichtsbedingung  ^  V  =  o. 
Man  erhält  Vo-\-A  =  o,  Vo  =  —  A 
I  Druck). 

Zur  Berechnung  von  Vt  schnei- 
den wir  den  oberen  Knoten  t  heraus 

und  benutzen  für  den  abgetrennten  Knoten  dieselbe  Gleichgewichtsbedingung.  So 
erhält  man  F,  =  0.    Der  Stab  bleibt  also  spannungslos  infolge  der  Lasten  P. 
2.  Bei  oben  liegender  Fahrbahn  (Abb.  128)  ergibt  sich  unter  Benutzung 
derselben  Gleichgewichtsbedingung: 
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T,  +  ^  z^  o;        V„  =  —A  (Druck), 
Vi-\-Pt=^o;        Vr  =  —Pt  (Druck) 
Vt  ist  hier  also  nur  von  der  Knotenlast  abhängig. 

M 

Ferner    ist    noch    l\  =  +  ^°-     Da    aber  Mo=-o   ist,    so  wird  l\=o    (für 

Fahrbahn  oben  und  Fahrbahn  unten). 

B.   Berechuuug   der  Crrößtwerte    der  Stabspainikräfte   mit   Hilife    von   Einfliißliuien. 

Zur  Berechnung  der  Einllußlinien  benutzen  wir  die  im  vorigen  Abschnitt 

abgeleiteten  allgemeinen  Formeln.     So  ist  0,n  =  - v- .     Die  0„r Linie  hat  also 

die  Form  'der  M„,-Linie,  nur  muß  unter  dem  linken  Auflager  statt  der  Ordinate 


-\- 1  ■  Xm     die    Ordinate 
1  •  or„ 


h 


aufgetragen 


.Alil).    I2q. 


I  I  V/n  'Linie 


h 


werden      (Abb     129a). 

Sinngemäß    ergibt  sich 

die  Einflußlinie  für  Um 

Abb.  129  a.     aus      der     Formel     Um 

:+^^"!~^  (Abb.  129b). 


Q' 


Abb.  129  b. 

Abb.  129c.  gQ  i^at  (3je  i),„- Linie 
die  Form  der  C^„i-Linie 
mit       den       Ordinaten 

-f       ^       bezw  — ^      unter  dem  linken  bezw.  rechten  Auflager  (Abb.  129c). 

sin  ^  ■        sin  (f 

Zu  beachten  ist  dabei,  daß  zwischen  den  beiden  Querträgern  des  Schnittfeldes, 
für  welches  die  Querkraft  Q,n  in  Ansatz  zu  bringen  ist,  die  Einflußlinie  gerad- 
linig verlaufen  muß  (vergl.  auch  Seite  83  u.  Abb.  115).  Die  Lage  der  Fahrbahn 
ist  für  diese  Einflußlinien  gleichgültig. 

Die  Einflußlinie    für  F„,  bei  unten  liegender  Fahrbahn  wird  erhalten 
mittels  der  Formel  F„j  =  —  Qm  + 1- 


Abb.  no. 


Abb.  \\i. 


hU 


.■\bb.  13011 


Abb.  131a. 


Die  F^-Linie  ist  also  die  (?,„  +  i-Linie  mit  umgekehrten  Vorzeichen.  Sie 
muß  zwischen  den  beiden  Querträgern  des  (w  +  i)ten  Feldes,  für  welches  die 
Querkraft  in  Ansatz  zu  bringen  ist,  geradlinig  verlaufen  (Abb.  130a). 
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Abb.  132  a. 


Bei  oben  liegender  Fahrbahn  erhält  man  die  Einflußlinie  für  F,„ 
mittels  der  Formel  F«  =  —  Qm-  Die  F^-Linie  ist  also  die  ^».-Linie  mit  um- 
gekehrten Vorzeichen.  Hier  muß  sie  zwischen  den  beiden  Querträgern  des 
wten  Feldes  geradlinig  verlaufen  (Abb.  131a). 

Für  die  F«-  und  Fr  Linie  bestehen  wieder  Ausnahmen,  wie  aus  den  auf 
Seite  93  u.  94  gemachten  Ausführungen  hervorgeht.  Liegt  die  Fahrbahn  unten, 
so  ist  infolge  der  über  dem  linken  Auflager  stehenden  Last  1  ^  Fo  =  o. 
Schneidet  man  nämlich  den  Knoten  o  heraus  und  benutzt  für  den  abgetrennten 
Knoten  die  Gleichgewichtsbedingung  .5'F=o,  so  erhält  manFo+^ — 1=0 
(Abb.  132).  Da  nun  die  Last  \  t  in  o 
den  Auflagerdruck  A  =  \  f  hervor- 
ruft, so  folgt  Vo  =  i  —  J-  =  1  —  1=0. 
Steht  dann  die  Last  1  t  im  Quer- 
träger 1  bezw.  rechts  davon,  so  muß 
sein  Fo  +  ^  =  o,  so  daß  Vg  =  —  Ä. 
Für  diese  Laststellungen  fällt  daher 
die  Fo-Linie  mit  der  — A-Lime  zu- 
sammen. Zwischen  den  Querträgern  o 

und  1  muß  die  Einflußlinie  geradlinig  verlauten.  Daraus  ergibt  sich  die  in  Abb.  132  a 
dargestellte  Form  der  Einllußlinie.  Die  Fr  Linie  fällt  mit  der  Nullgeraden  zu- 
sammen,   da  Vt  bei  unten  liegender  Fahrbahn  für   alle  Laststellungen  =  o  ist. 

Bei  oben  liegender  Fahrbahn  ist  dagegen  für  alle  möglichen  Last- 
stellungen, auch  für  die  in  dem  Querträger  0  wirkende  Last  1  t  Vo=  —  A. 
Denn  für  den  abgetrennten  Auflagerknoten  (Abb.  133)  gilt  die  Gleichgewichts- 
bedingung Vo-\-  A  =  o,  also  Vo  =  —  A.  Die  Einflufllinie  hat  daher  die  in  Abb.  133a 
dargestellte  Form. 

Vt  ist  nur  abhängig 
von  der  Knotenlast,  wie  auf 
Seite  94Tiachgewiesen  wurde. 
Steht  daher  die  Last  1  t  über 
dem  Knoten  t,  so  lautet  die 
Gleichgewichtsbedingung  für 
den  abgetrennten  Knoten 
F<  -f  1  ==  o ,  also  F<  =  —  1 . 
Senkrecht  unter  der  Last  muß 
daher  die  Ordinate  der  Einflußlinie  =—1  sein.  Lasten  links  vom  Knoten  l 
und  rechts  vom  Knoten  r  haben  keinen  Einfluß  auf  Fr  Daher  ergibt  sich  für 
die  Fr  Linie  die  in  Abb.  133  b  dargestellte  Form. 

Mit  Hilfe  der  Einflußlinien  lassen  sich  nun  leicht  die  Größtwerte  der 
Spannkräfte  nach  dem  auf  Seite  83  u.  84  beschriebenen  allgemeinen  Verfahren 
ermitteln.  Gesucht  sei  z.  B.  die  größte  Spannkraft  in  0,n  infolge  eines  Lasten- 
zuges (Abb.  134).  Der  Lastenzug  muß  alsdann  so  aufgestellt  werden,  daß  ein 
Größtwert  JP-iy  entsteht.  Diese  ungünstigste  Lastenstellung  muß  durch 
Probieren  gefunden  werden,  wobei  immer  eine  schwere  Last  (Lokomotivlast) 
über  .die  Spitze  der  Einflußlinie  zu  stellen  ist.     Alsdann  wird 


Abb.  133. 


Abb.  133  a. 


Abb.  133b. 
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Min  0«  =z:  —  20  [rii  H-  »/2  +  ^a  +  »?t  +  '/ö)  —  1 5  (^0  +  »/t  +  ^s)  (Abb.  1 34a). 
(Wir  schreiben  Min  0,«,  da  es  sich  um  eine  Druckkraft  handelt.) 

Wird  z.  B.  3Iiu  V„i  gesucht  (Abb.  135),  so  finden  wir  die  ungünstigste 
Lastenstellung  ebenfalls  wieder  durch  Probieren.  Wir  stellen  den  Lastenzug 
über  dem  negativen  Teil   der  Einilußlinie  zunächst  in   der  „Grundstellung" 


Abb.  134. 


Abb.  135- 


Om' Linie 


'20  \20  \20-]^  [20       IsVi 


Tffij    ''s- 


Abb.  134  a. 


auf,  d.  h.  derart,  daß  die  erste  Last  über  dem  Querträger  des  Schnittfelde.^ 
steht,  da  immer  eine  schwere  Last  über  der  Spitze  der  Einilußlinie  stehen 
muß.     Für  diese  Stellung  findet  man 

:^F-ri  — —  20  [ri^  4.  ^3  -f  ^,  4.  y^.  -I-  ^^.)  _  1 5  .  n^   (Abb.  135b). 
Dann   stellen   wir   die    erste  Last  in  das   Feld  hinein,   so  daß  die  zweite  über 
dem  Querträger  steht,  und  finden 

vP- ^  =  —  20  (^,  +  ,70 -f  ^,  +  ^4  +  >/:,)  -  '  5  («yy  +  f^s). 
Erforderlichenfalls  muß  man  noch  eine  weitere  Last  in  das  Feld  hineinschieben 
(vorausgesetzt,  daß  sie  noch  über  der  negativen  Beitragsstrecke  der  Einflußlinie 
steht)  und  auch  für  diese  Lastenstellung  den  Wert  2P-rj  bilden 

Der  Größtwert  2Prj  wird  dann  für  Min  F„i  gewählt.  Offenbar  ist  dieses 
Verfahren  sehr  zeitraubend.  Im  folgenden  Kapitel  sollen  daher  zweckmäßigere 
Methoden  angegeben  werden. 

C.   Die  zweckmäßigsten  Metlioden  zur  Berechiiimg  der  Größtwerte  der  Stabspauu- 
kräfte  infolge  eines  Lastenznges. 

1.    Berechnung  der  Größtspannkräfte  in  den  Gurtstäben. 

Da  die  Einflußlinien  für  die  Gurtspannkräfte  nur  ein  Vorzeichen  haben, 
wie  im  vorigen  Kapitel  gezeigt  wurde,  so  ist  volle  Belastung  des  Balkens  die 
ungünstigste.     Da  ferner 

Mm  ,      ^.  ,       Jim   —    I 


M„.  = 


und   U„ 


+ 


h  "'         '  h 

ist,  so  braucht  man  nur  die  größten  Biegungsmomente  Mm  bezw.  Mm-i  in- 
folge voller  Belastung  angeben  zu  können,  womit  dann  die  Größwerte  lür 
0„i  und  U„i  bestimmt  sind.  Diese  Berechnung  der  größten  Biegungsmomente 
führe  man  durch  nach  einem  der  in  §  6,  2,  c),  Seite  76  u.  f.  angegebenen  drei 
Verfahren,  womit  die  vorliegende  Aufgabe  gelöst  ist. 

2.    Berechnung  der  Größtspannkräfte  in  den  Füliungsstäben. 
Die    Einflußlinien     für    die    Spannkräfte    in    den    Füllungsstäben    haben 
zweierlei  Vorzeichen,  so  daß  die  ungünstigste  Lastenstellung  nicht  bei   voller 


9' 


sondern  bei  teilweiser  Belastung  stattfindet.  Bei  Berechnung  der  größten  Zug- 
spannkräfte darf  die  Verkehrslast  nur  über  dem  positiven,  bei  Berechnung  der 
größten  Druckspannkräfte  nur  über  dem  negativen  Teil  der  Einflußlinie  stehen, 
wobei  die  ungünstigste  Lastenstellung  durch  Probieren  gefunden  wird.  Zur 
Vermeidung  dieser  zeitraubenden  Arbeit  sei  nachfolgend  ein  Kriterium  her- 
geleitet, das  eine  schnelle  Bestimmung  der  ungünstigsten  Lastenstellung  er- 
möglicht. 

Da  die  Spannkräfte  in  den  Füllungsstäben   von   den  größten  Querkräften 

abhängig   sind  ( D  = -r^  ;  F=  — ^),  so  muß  ein  Kriterium  hergeleitet  werden, 

aus  dem  man  die  ungünstigste  Lastenstellung  für  die  größte  positive  oder 
negative  Querkraft  erkennen  kann.  Gesucht  sei  z.  B.  diejenige  Lastenstellung, 
die  Max  Q,  d.  h.  die  größte  positive  Querkraft  für  das  in  Abb.  136  eingezeichnete 
Schnittfeld  hervorruft. 
Damit  Max  Q  entsteht, 
müssen  die  Lasten  rechts 
vom  Schnittfeld  aufge- 
stellt werden  (vergl. 
Abb.  115a,  Seite  87).  Es 
ist  nur  die  Frage,  ob  der  Lastenzug  in 
der  Grundstellung  stehen  muß,  oder  ob 
eine  oder  mehrere  Lasten  in  das  Schnitt- 
feld zu  stellen  sind.  Unter  allen  Umständen  muß,  wie  bereits  früher  festgestellt 
wurde,  eine  schwere  Last  (Lokomotivlast)  über  dem  Querträger  des  Schnitt- 
feldes stehen. 

Wir    nehmen   zunächst  ein- 
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Abb.  i-,6. 


SP 


mal  an,  es  stehen  r- Lasten  (P, 
bis  P,.)  im  Schnittfeld,  und  zwar 
so,  daß  sich  P,.  gerade  über  dem 
Querträger  befindet  (Abb.  137). 
Die  Mittelkraft  dieser  r-Lasten 
einschl.  der  über  dem  Querträger 


P7\ 


'i^ 
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Abb.  137. 
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stehenden  Last  P^  sei 
Lasten 


^■P,  die  Mittelkraft  aller  auf  dem  Balken  stehenden 


r-l 


2"P.    Innerhalb  des  Feldes  selbst  ist  dann  die  Mittelkraft  =  ^  P,  die 

^  7--1        ])  r  —  \        d  ' 

auf  die  benachbarten  Querträger    die  Lasten  2P-^   und   .S'P--^-    überträgt. 

n  c  \  ^  1  / 

Da  der  Auflagerdruck  A  =  2P-~r  ist,  so  wird  die  Querkraft 

1         ^ 

i     T      i 

Rückt  man  jetzt  den  Lastenzug  um  das  unendlich  kleine  Stück  dx  nach 
links,  so  ändern  sich  c  und  h  um  dasselbe  dx.  Auf  den  linken  Querträger 
entfällt  dann  die  Last 


Q 


r-l  l  n 

1       /■       1 


b  4-  dx 


+  Pr 


dx 


Kirchhof  r,  Statik.  I. 


7    . 
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■weil  auch  noch  die  Last  P,.  in  das  Feld  getreten  ist  und  nunmehr  den  Abstand 

c-\-  dx 


dx  vom  rechten  Querträger  hat.      Der   Auflagerdruck  A  wird 


2P- 

1 


/ 


und  die  Querkraft  Q  ändert  sich  um  ihr  Differential.     Somit  erhält  man 

dx 


1  '  1  ^ 


Pr- 


1  O  1  A  1 


dx 


(r-l 


dx 


-\-Pr 


dx  \ 


Hierin  ist 


■^■T 


Es  wird  daher 


-2P'^  =  Q  und  2P-^-\-Pr 

1  /  1  A 


dx 

X 


(p+p,.) 


p.  =2P 


(Za; 


1  (  1  A     ■ 


woraus 


dQ  —  2P 


dx 


dx 


F-;i 


^<> 


^P 


dx  l 


Trägt  man  jetzt  für  eine  Reihe  von  Stellungen   des  Lastenzuges  die   ent- 
sprechenden Querkräfte  für   das  Schnittfeld  ^i  =  ylj,  Qii  =  An,  ^iii  =  ^iii  usw. 
jedesmal  über  der  ersten  Last  des  Lastenzuges  als  Ordinaten  auf  und  verbindet 
ihre  Endpunkte  miteinander,  so 
entsteht  die  Querkraftkurve  für 


das  Schnittfeld. 


dQ    . 


dx 


ist  dann 


Abb.  13S 


=  tg«  (Abb.  138).  Diese  Kurve    / 
steigt  an,  d.  h.   die  Querkräfte 
für    das   Schnittfeld    wachsen, 

AQ        ... 
solange  -^  positiv  ist.  Dort, 

wo    ,      negativ  wird,  beginnt  der  absteigende  Zweig  der  Kurve,  dort  werden 

also   die  Ouerkräfte  kleiner.     Die  Bedingung  für  das  Wachsen   der  Querkräfte 

lautet  daher:  — ^  muß  positiv  sein.     Da  nun 
dx  ^ 


dQ 

dx 


l 


dQ 


ist,  so  ist  klar,  daß     ,-y  positiv  wird,  wenn 


d 


2P 

1 


2P 


l 


oder  wenn  ^ P^  ^ P-  -r-- 
1  1  >• 


Demgemäß    hat  man   zur  Bestimmung    der  ungünstigsten  Lastenstellung 
folgendermaßen  zu  verfahren: 
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Man   stelle  zunächst  die    erste   Last  P^   über    den  Querträger,   bilde  ^P 

l  n  l 

und  P[  • -V  .    Würde  jetzt  ^  P  <  P^^  •   .     sein,   so  würde   beim  Vorschieben  des 

Lastenzuges  um  dx  ,—  negativ  werden,  die  Querkraftkurve  sich  also  im  Ab- 
stände dx  vom  Querträger  bereits  nach  abwärts  neigen.  In  diesem  Falle  wäre 
daher  die  Grundstellung  die  ungünstigste  Lastenstellung. 

n  i 

Wird  dagegen  2  P>  P^  ■    .  ,  so  befindet  sich  die  Querkraftkurve  im  Ab- 

Stande  d.r  vom  Querträger  im  aufsteigenden  Ast,  die  Querkraft  wächst  also 
noch.  Wir  schieben  daher  den  Lastenzug  noch  weiter  vor,  so  daß  P^  im 
Felde  und  P^  über   dem   Querträger  steht.     Ergibt  sich   dann   auch  für   diese 


Lastenstellung 


so  muß  der  Lastenzug  noch  um  eine  weitere  Last  vorgeschoben  werden,  so  daß 

Pi  und  P2  im  Felde  stehen,  P3  über  dem  Querträger.    Nunmehr  bilde  man  auch 

"  l 

für  diese  Lastenstellung  JS"Pund  {P^ -\- P~-, -\- P^)  - .  .     Ergibt  sich  dann 

1  ■         '    / 

|P<(Pl+P,+P3)y, 

so  würde  das  bedeuten,  daß  beim  weiteren  Vorschieben  um  dx  über  diese 
Stellung  hinaus  die  Querkraft  kleiner  werden  würde.  Ein  weiteres  Vorschieben 
kommt  daher  nicht  in  Frage,  so  daß  Pj  und  P.-,  im  Felde,  P3  über  dem  Quer- 
träger stehen  müßte. 

Dieses  Verfahren  führt  erheblich  schneller  zum  Ziele  als  die  probeweise 
Ermittlung  des  Größtwertes  2P-rj  mit  Hilfe  der  Einflußlinie. 

Nach  Ermittlung  der  ungünstigsten  Lastenstellung  kann  dann  leicht  die 
Bestimmung  der  betreffenden  Größtspannkraft  durchgeführt  werden,  wie  an 
einigen  Beispielen  gezeigt  werden  soll. 


a)  Rechnerisches  Verfahren. 

a)  Gesucht  seil>max,  also  die  größte  Zugkraft  in  der  Diagonalen  (Abb.  139). 

Damit  Zug  in  der  Diagonalen  entsteht,  muß  der  Lastenzug  von  der  rechten 
Seite  her  auffahren  (vergl.  Abb.  129  c).  Zwecks  Bestimmung  der  ungünstig- 
sten Lastenstellung  stellen  wir  den 
Lastenzug    zunächst    in    die   Grund- 

«  / 

Stellung,    bilden    ^P    und    P^  •  ^   • 

Nach  Einsetzen  der  Zahlen  werte  möge 

n  l 

■sich    ergeben    haben  2i P  l    Pj  •  ^-• 
1  '" 

Nunmehr   schieben  wir  den    ganzen  Lastenzug  um   einen  Radstand  nach  links 

vor,    so  daß  P,    über    dem  Querträger    steht,    bilden    für    diese  Lastenstellung 

«  l 

ebenfalls  2P  und   (Pi  +  Pg)  ,  .     Ergibt  sich  dann 


f?     Abb.  i-,o. 
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P<(P^J^1>^) 


l 


so  darf  der  Zug  über  diese  zweite  Stellung  nicht  vorgeschoben  werden.    Die 
in  Abb.  139  eingezeichnete  Lastenstellung  ist  daher  für  Dmax  maßgebend. 

Jetzt    ersetzen    wir  P^    durch    die    auf   die  Querträger    des   Schnittfeldes 

entfallenden  Seitenkräfte  P,  ■  ^-  und  Pj  •   ,-.     Dann  ist 

(?max  ,  ^  —  _L    4  P    .   ^ 


UwMK'ü  


Vmax  —     \     ^^         ^\ 


sin  (p 

(vom  links  abgetrennten  Teil  aus  berechnet,  weil  an  diesem  die  wenigsten 
Kräfte  angreifen).  A  wird  zweckmäßig  mit  Hilfe  der  Brückenbautabelle  be 
rechnet  mittels  der  Formel 

l 

(vergl.  §  6,  2,  a,  Seite  71  und  72),  so  daß 


A 


-i^niax 


l 


Pl 


X^-X 


sm  (p 
womit  die  Aufgabe  gelöst  ist. 

Die  Spannkraft  in   der  Diagonalen  infolge  Eigengewichts  wird  ebenfalls 
am  schnellsten  mittels  der  Formel 

"        sin  (f) 
gefunden. 

Die    gleichmäßig    verteilte    Be- 
^/    lastung  (I  je  Längeneinheit  wird  auf 
die    Querträger    verteilt    (Abb.  140). 
Dann  wird 


Abb.  140. 


^^2  2 


(l-l—g-l 


(vom  links  abgetrennten  Teil  aus  berechnet) 


>o  daß 


^.= 


2  sm  (f 


{l 


2 
5A) 


G-5/O, 


Abb.  141. 


Die  Gesamtspannkraft  in  der  Dia- 
gonalen ist  sodann  =jDmax  +  -Dj,. 

ß)  Gesucht  sei  Fmax,  d.  h.  die 
größte  Zugkraft  in  der  Vertikalen 
(Abb.  141). 

Damit  Zug  in  der  Vertikalen 
entsteht,  muß  der  Lastenzug  von  der 
linken    Seite,  her    auffahren    (vergl. 


Abb.  131a).     Wir  nehmen  an,  die  Zahlenrechnung  habe  ergeben 

_Jp-^  V-^ — L-(b^-Gnrad?t5ttTIng|  und   1 P  <-  (P^  +  Pj)  -^ 

ÜNIVERSITY  O^  TORONTO  - 

Civil  E  ^J  g  1  n  e  e.  p«  1 


Departml 

Municipaland    Stiuctural 
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(wenn  P,  im  Felde  und  P.,  über  dem  Querträger  steht).    Dann  ist  die  letztere 
Lastenstellung  die  ungünstigste. 

Nunmehr  benutzen  wir  die  Formel  Tmax  =  —  §max  und  berechnen  §max 
zweckmäßig  am  rechts  abgetrennten  Teil  (weil  dort  die  wenigsten  Kräfte 
wirken).    Auf  die  benachbarten  Querträger  entfallen  von  der  im  Felde  wirkenden 

Kraft  Pi  her  die  Drücke  P^  •  -y  und  Pj  •  -.-,  so  daß 


^Jmax -^1     ^l 


(man  beachte  die  Vorzeichen,  siehe  auch  Seite  35,  b).     Hierin  ist 


B 


Daher 


'  max 


Qn 


+ 


l 

l 


^.4 


(Zug,  da  das  erste  Glied  größer  ist  als  das  zweite). 


Ferner  ist  V, 


Qg,  worin  Qg,  vom  links  abgetrennten  Teil  aus  berechnet, 


= g q  ■  l 

2  -^     2        '' 


9 


=  2  a-S^'O  (Abb.   142). 


Daher 


G  -  3  ^). 


Abb.  142. 


Die  Gesamtkraft  T'  ist  dann 


b)  Zeichnerisches  Verfahren.    (Abb.  143.) 
a)  Gesucht    sei  Z^max    infolge  eines  Lastenzuges  und  Eigengewichts  g  je 

Abb.  143. 


Längeneinheit. 

Die  Bestimmung 
der  ungünstigsten 
Lastenstellung  erfolgt 
wie  bisher.  Ange- 
nommen, die  Zahlen- 
rechnung ergibt 
n  ] 

1  /- 


und 


l 


so  muß  P,    im  Felde 
und    Po     über     dem   '^i 
Querträger        stehen. 


Abb.  U3a. 
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Pi  werde  wieder  ersetzt    durch   die    auf  die  Querträger  des  Schnittfeldes  ent- 

h  ci 

fallenden    Seitendrücke  Pj  •  -^  und  P^  •  -^.     Dann  ist 

Vmax 


B. 


ömax  —      Qp  +   Qn      —  ^P  —  Px  •  —^ V  Qg  —  -^P  ~\~  Q>Q  —  -^l 


Sin  gp 


infolge        infolge  ^ 

Verkehrs-     Eigeu-  Q 

last         gewicht  ^P 

Den    Wert  Ap   entnehmen    wir    senkrecht    unter    der    Last  P^    aus    dem 
^-Polygon    (vergl.    §  6,   2,  ß,    Seite  73),    Qg    aus     der    Querkraftfläche    infolge 

Eigengewichts  (vergl.  §  6,  1,  /S,  Abb.  96,  Seite  69).    Den  Wert  Pj  •  -j-    finden    wir 

zeichnerisch,   indem  wir  senkrecht  unter  Pj  •  -,—  die  Kraft  P^  auftragen  (in  dem 

Maßstabe,  in  dem  das  ^-Polygon  und  die  Querkraftfläche  gezeichnet  wurde) 
und  die  Hypotenuse  des  rechtwinkligen  Dreiecks  zeichnen,  dessen  Katheten  Pj 
und  ^    sind.     Dann   schneidet  die  Hypotenuse  von    der  Verlängerung   der  im 

Felde  stehenden  Last  Pj  die  Strecke  tjz^  P^-    .     ab,   denn    es  besteht  die  Pro- 

/. 

portion  ^  =z  -~,  woraus  ij^P^-  y  (Abb.  143  a). 

Nunmehr  kann  man  die  Strecke 

Vmax  ^  -4p  "T  Qy  — "  -^1  '  ^ 

aus    der    Zeichnung    abgreifen.      Da    Dmax  =    ?^-^    ist,    so    bilde    man    den 
^        ^  smcp 

Wert  — :    '—  als  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  dessen  eine  Kathete 

=  ömax  und  dessen  andere  Kathete  mit  der  Hypotenuse  den  Winkel  ff  einschließt. 
Man  ziehe  also  durch  den  Anfangspunkt  der  Strecke  (>max  eine  Parallele  zu  D, 
durch  den  Endpunkt  eine  Parallele  zu  dem  Obergurtstabe.  Dann  schließen  die 
beiden  Parallelen  den  Winkel  qp  miteinander  ein.      In  dem  so  gebildeten  recht- 

Winkligen  Dreieck  ist  nunmehr   sincp  =  -^^-^^ — ,  mithin  D  =  ^ 

*  ^         D  sm(p  ■ 

ß)  Gesucht  sei  Fmax  infolge  eines  Lastenzuges  und  Eigengewichts  ///lfd.  m 

(Abb.  144).     Angenommen,  es  habe  sich  ergeben 


2P>P, 


ferner  v  p  >  (p^  _^  p^)  ^^ 

1  k 

aber  ^ P  <  {P,-{-P2 -\- P,) --• 

1  /- 

Dann  müssen  P^  und  Pg  im  Schnittfelde  stehen,  P3  über  dem  Querträger.    Die 
Mittelkraft    von  Pj  und  Pg    sei  wieder    ersetzt    durch    die    beiden    Seitenkräfte 

(P.+P2)]-Und    (P,  +  P2)y. 
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Wir  benutzen  die  Formel  VmAx  =  — Q  =^  —  {Qp+ Qg)-  Qp  wird  jetzt 
zweckmäßig  vom  rechts  abgetrennten  Teil  aus  berechnet,  da  dort  die 
wenigsten  Kräfte  stehen. 


Es  wird 


Qp^-Bp+{F^+P,) 


so  daß 


1^  niax  =^  +  Bp  —  Qg  —  (Pi  +  P2)  -y. 


Abb.  144, 


Bp  wird  aus  dem  B- 
Polygonsenkrecht  unter 
der  ersten  Last  P^  ab- 
gegriffen    (Abb.  144  a). 

Der   Wert  (Pi  +  P,)^ 

ist  wieder  wie  im  vori- 
gen Beispiel  durch  Kon- 
struktion gefunden  und 
durch  die  Strecke  rj  dar- 
gestellt. Trägt  man 
nämlich  P,  -\-  P.2   unter 

der  Kraft    (Pi  +  R^)  -^ 

als  Ordinate  auf   und    zieht    die  Hypotenuse   des  rechtwinkligen  Dreiecks    von 
den  Katheten  P^  +  P2  und  ;.,  so  schneidet  diese  von  der  Senkrechten  durch  Pj  die 

Strecke  rj  ab  und  es  besteht  die  Proportion  ^— t-tt  —    i~.  woraus  //  =  {Pj  +  P3)  ^• 

Die  Querkraftfläche  infolge  Eigengewichts   ist  hier  so  gelegt,    daß  Qg  von  Bp 
abgezogen  werden  kann,  wie  es  die  für  Fmax  aufgestellte  Formel  verlangt. 

Nunmehr  kann  T'max  aus  der  Zeichnung  (Abb.  144a)   abgegriffen  werden. 


Abb.  144  a. 


D.  Berechnung  der  Größtwerte  der  Stabspannkräfte  infolge  gleichmäßig  verteilter 
Verkehrsbelastung  i>  je  Längeneinheit  (Menschengedränge). 

1.  Rechnerisches  Verfahren. 


Damit  Dmax,  also  der  größte  Zug 
in  der  Diagonalen,  entsteht,  muß  die 
Verkehrslast  rechts  vom  Schnittfeld 
aufgestellt  werden  (Abb.  145).  Wollte 
man  nun  genau  verfahren,  so  müßte  ^^ 
die  ganze  positive  Beitragsstrecke  der 
Einflußlinie  mit  der  Verkehrslast  be- 
lastet werden  (Abb.  145a).  Es  wäre 
dann  Dmax  =  +  p  •  P+,  worin  PV  der 
Flächeninhalt  des  positiven  Teils  der 
Einflußfläche  ist  (vergl.§6,  2,B,  Seite 84). 
Man  begeht  aber  nur  einen  unwesent- 
lichen Fehler,  wenn  man  Grundstellung 


Abb.  145. 


Abb.  145  a. 


1U4 


annimmt  und  an  der  Spitze  der  Belastung  eine  Einzellast 


p-/. 


anbringt.     Das 


Ergebnis  weicht  dann    nur    ganz    unwesentlich  von  dem    genauen  ab    und   hat 
dafür  den  Vorzug  größerer  Einfachheit.    Für  diese  Lastenstellung  benutzen  wir 

die   für  D  aufgestellte  Formel  Dmax  =     ^^^^ 


sm  q> 


,  worm 


p-'§ 


Folglich 


l 


-Lfmnx  


'         2  l  2  l.  '       ^ 


p-i 


i^+^y 


2  •  I  'S'm  (f 
D  infolge  Eigengewichts  wird  wieder  wie  unter  C,  a,  Seite  loo  ermittelt. 


D 


2.  Zeichnerisches  Verfahren  (Abb.  14')). 

^^^^    z=i  - •   A=z  Ä  infolge  p  -\-  A  infolge 

sm  </?  smtp  o    -f     I  *'       2 


Ä  infolge  p    entnehmen    wir    senkrecht    unter    dem    Kopf    der   Belastung    der 
^-Parabel  (vergl.  §  6,  2,  2,  Seite  80). 


,(    •   r  1        P  •  ^  ■  ^        P  -^     § 
A  miolge  ist  :=:  ^ •  — 


Trägt    man    unter    dem  Auflager  A   den  Wert 


p  •  X 


als  Ordinate  auf  (in 


Abb.  146. 


dem  Maßstabe,  in  dem  die  4-Parabel 
gezeichnet  ist)  und  zeichnet  das 
rechtwinklige  Dreieck  mit  den  beiden 

P  •  X 

Katheten und  /,   so  gilt  die  Pro- 

2  * 

portion 


2)  •  l 

Abb.  146  a. 

Damit,  ist  ^=^j)max  bestimmt   als  Summe  von  A  infolge  j>  und  A  infolge 


p-X 

~  T ' 

2 

daher 

p-l     5 

^=   2    -T^ 

=  A   infolge 

Die  Strecke  B  = 


'l/max 

sin  (fi 


erhält  man  dann  wieder  als  Hypotenuse  eines  recht- 


winkligen Dreiecks  mit  der  Kathete  ^max  und  dem  Dreieckswinkel  (f  (Abb.  140a) 
Will    man    gleichzeitig  das  Eigengewicht  berücksichtigen,    so    muß    man 

zu  der  Strecke  ^max  =  A  noch  Qy  hinzufügen. 

Ebenso    ist    bei    der  Berechnung    der  Spannkräfte    in   den  Vertikalen    zu 

verfahren  unter  Benutzung  der  Formel  7  =  — Q. 

Vielfach  bereitet  es  dem  Anfänger  Schwierigkeiten,  schnell  zu  entscheiden, 

an  welcher  Seite  des  Schnittfeldes  der  Lastenzug  aufgestellt  werden  muß.  damit 
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in  dem  fraglichen  Stab  ein  Zug  bezw.  Druck  entsteht.  Es  sei  daher  nachfolgend 
ein  Verfahren  angegeben,  welches  schnell  zum  Ziele  führt.  Will  man  z.  B.  wissen, 
welchen  Einfluß  eine  rechts  vam  Schnittfeld  aufgestellte  Last  auf  die  Diagonale  D 
hat  (Abb.  147),  so  setze  man  an  dem  unbelasteten  abgetrennten  Teil  die  Gleich- 


Abb.  147. 


Abb.  14S. 


gewichtsbedingung  2:V^=o  an,  nachdem  vorher  die  vom  Schnitt  getroffenen 
Stäbe  durch  ihre  Spannkräfte  (vorläufig  als  Zugkräfte  eingeführt)  ersetzt  sind. 

Man  erhält  dann  A  —  D  sin^  =  o;  daher  D  =  H — ; (Zug).      Daraus    folgt, 

daß  alle  rechts  vom  Schnittfeld  stehenden  Lasten  Zug,  alle  links  vom  Schnitt- 
feld stehenden  Lasten  daher  Druck  in  der  Diagonalen  hervorbringen. 

Ebenso  verfährt  man  bei  einer  Vertikalen  (Abb.  148).  Für  eine  rechts 
vom  Schnittfeld  stehende  Last  P  muß  am  unbelasteten,  also  links  abgetrennten 
Teil  die  Summe  aller  senkrechten  Kräfte  =  o  sein,  so  daß  T+^  =  o  und 
V=  —  A  (Druck). 

Alle    rechts    vom  Schnittfeld  stehenden  Abb.  149. 

Lasten  bringen  daher  Druck,  alle  links  vom 
Schnittfeld  stehenden  Zug  in  der  Vertikalen 
hervor. 

Endlich  sei  noch  die  Spannkraft  T'^  in- 
folge eines  Lastenzuges  in  der  mittelsten  Verti- 
kalen bei  oben  liegender  Fahrbahn  ge- 
sucht (Abb.  149).  Die  Feldweiten  mögen  der- 
artig bemessen  sein,  daß  über  den  mittel-  i^t 
sten  beiden  Feldern  gerade  eine  Lokomotive  ^'^^^-  '49a- 
stehen  kann. 

Nach  Seite  94  ist  Vt  nur  von  der  Knotenlast  abhängig.  Auf  den  Knoten  t 
entfällt  nun  von  der  Lokomotivbelastung 

Trennen  wir  jetzt  den  Knoten  t  heraus  (Abb.  149a),  ersetzen  die  vom  Schnitt 
getroffenen  Stäbe  durch  ihre  Spannkräfte  und  benutzen  die  Gleichgewichts- 
bedingung ^V=o,  so  muß  sein 


'vX 


V,  +  R=.o- 


y,  =  —  R 


[P  +  2  P  •    |-  -f  2  P.  -^]  (Druck). 


2.  Der  Parallelträger  mit  K-förmig  angeordneten  Ftillungsstäben. 

Er  findet  besonders  häufig  bei  Windverbänden  Anwendung,  seltener  bei 
Hauptträgern.  Es  ist  zu  beachten,  daß  die  Schnittpunkte  der  Diagonalen  mit 
der  Vertikalen  als  Knotenpunkte  aufzufassen  sind. 
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A.  Ableitung  allgemeiner  Formeln  für  die  Stabsi)aunkräfte. 

1.    Berechnung  der  Spannkräfte  in  den  Gurtstäben  (Abb.  150  . 

Zur  Berechnung    von  0»,    führen    wir    den  Schnitt  1 — I  und  untersuchen 
den  Gleichgewichtszustand  des    links    abgetrennten  Teils,   nachdem  vorher  die 

vom  Schnitt  getroffenen  Stäbe  durch 
ihre  Spannkräfte  ersetzt  sind.  Die 
Gleichgewichtsbedingung :  .,  Summe 
der  Momente  in  bezug  auf  den  unteren 
Knotenpunkt?« —  1  =0''  liefert  sodann 
die  Gleichung 

■^  *  ^l'm  —  1  ^"  nt  —  1 


0,„  z=  — 


h 


h 


(Druck). 


Mit  Hilfe  der  Bedingung  ^H=o  erhält  man 


i^m-{-  0,n  —  O;  W,n  — 


0,n=-\-^jj^(Zug). 


Abb.  151. 


2.    Berechnung   der   Spannkräfte   in  den  Füllungsstäben  (Abb.  151). 

Wir  schneiden  den  Knoten  k  heraus  und  benutzen  am  abgetrennten  Knoten 

die    Gleichgewichtsbedingung   ^H=o: 
Do  ■  cos  (p  -f-  Du  ■  cos  (f  z:^  o. 

D,  =  -  Do. 
Die  Gleichung    besagt,    daß    eine 
von    den    beiden    Diagonalspannkräften 
eine   Zugkraft,    die    andere    eine  Druck- 
kraft ist  und  daß  beide  gleich  groß  sind. 
Um    zu   entscheiden,    welche  Dia- 
gonale   gezogen    und    welche    gedrückt 
wird,     führen     wir     den     Schnitt    I— 1 
(Abb.  151a)  und  untersuchen  den  Gleich- 
gewichtszustand des  links  abgetrennten  Teils.    Dabei  sei  Di,  vorläufig  als  Zug- 
kraft eingeführt.     Dann  muß  Do  als  Druckkraft  angebracht  werden.    Nunmehr 
benutzen  wir  die  Gleichgewichtsbedingung  ^V=o  und  erhalten 
Do  •  sin  (f  -}-  Du  •  sin  y  — A-\-  F,n-i  —  o. 
Da   Du  =  Do   (das    negative  Vorzeichen    von    Do    ist   bereits    durch    den 
Druckpfeil  in  der  Gleichgewichtsbedingung  berücksichtigt),  so  ist 

^     Abb.  1 5 2.  2Du-Sm(f  —  -{-{A-  Pra  -  0  =  —   V« ; 


Abb.  151a. 


P 


m-1   1       m    r 


Pm-1 


\^u 


/>„  =  + 

Alsdann  ist 


2  sin  f/ 


(Zug). 


(Druck). 


Abb.  152a. 


Abb.  152b. 


2  sin  y 

Das  positive  Zeichen  für  X>j^  besagt,  daß  die 
vorläufigeAnnahme  einer  Zugkraft  für  Dm 
und  einer  Druckkraft  für  D,,  richtig  war. 
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Zur  Berechnung  von  Vo  schneiden  wir  den  oberen  Knoten  m  heraus  und 
untersuchen  den  Gleichgewichtszustand  des  abgetrennten  Knotens  (Abb.  152 
11.  152  a).  Do  ist  dabei  mit  seinem  richtigen  Pfeil  (Druckpfeil)  eingeführt,  die 
gesuchte  Kraft  Vo  vorläufig  als  Zugkraft  angenommen. 

Die  Gleichgewichtsbedingung  ^r=o  liefert  die  Gleichung 
T;  —  Do  •  sin  gp  =  O;       Vo  —  ^  Do-  sin  <f. 

Qr. 


Mit  Do 


(absolut  genommen,  da  das  negative  Vorzeichen  von  Do  bereits 
2sm(p  ^  "^ 

durch  den  Druckpfeil  berücksichtigt  ist)  wird 


n  =  + 


Q. 


sin  <^  r:=  -|- 


Q^n 


2smy  '          ■       2 

Zur  Berechnung  von  Vu  schneiden  wir  den  unteren  Knoten  m  heraus  und 
setzen  für  den  im  Gleichgewicht  befindlichen  Knotenpunkt  2V=o  (Abb.  152b): 

Vu  +  Du  •  sin  (f,  —  P,„  —  o ;      V,,  —  P,,,  —  D«  •  sin  ^  =  P„, ^  • 

Bei  obenliegender  Fahrbahn  bleiben   die  Formeln  für  die  Spannkräfte  in 
den  Gurtstäben  und  Diagonalen  dieselben,  während 


F„  = 


Qr 


—  P,„  und   V„=  — 


Q,n 


wird. 


Abb.  153. 


2  - "' '■  2 

Ausnahmen:  Oj,  U^  und  V^  werden  =  o  (Abb.  153)-  Setzt  man  nämlich 
am  abgetrennten  Knoten  o  2H=o,  so  ergibt  sich  0^=0.  Setzt  man  ferner 
^F=o,  so  wird  Fj^O- 

Mit  Hilfe  derselben,  für  den 
Knoten  u  angesetzten  Gleichge- 
wichtsbedingungen erhält  man 
r,  =  o  und  Fl  =  —  A. 

Auch  für  Vt  besteht  eine 
Ausnahme.  Schneidet  man  den 
oberen  Knoten  f  heraus,  führt  Vt 
vorläufig  als  Zugkraft,  die  Kräfte 
Dl  und  Dr  mit  ihrem  richtigen 
Pfeil  (Druckpfeil)  ein  und  setzt 
^F=  o  (Abb.  153  a),  so  erhält  man 
Vt  —  Dl  -sin  (fi  —  Dr  ■  sin  ^,,  =1  o, 
so  daß 

Vt  =  Dl  ■  sin  (fi  -\-  Dr  •  sin  y,.. 

Führt  man  dann  den  Schnitt 
1 — I  (Abb.  153  u  153b),  führt  die 
vom  Schnitt  getroffenen  gleich  großen  Diagonalspannkräfte  mit  ihrem  richtigen 
Pfeil  ein  (die  obere  mit  dem  Druck-,  die  untere  mit  dem  Zugpfeil)  und  setzt 
am  links  abgetrennten  Teil  2V=o,  so  muß  sein 

2  Dl '  sin  (fi  -|-  P„,  _  1  +  P.,n  —  ^  =  o, 
I 
2 


<c 

<^ 

4 

\    ' 

Abb.  133  b. 


Abb.  153  c. 


woraus 


Dl-  sin  qi 


{A  -  P„ 


P,,.)- 


—      lU«     — 

Führt  man  w-eiter  den  Schnitt  II  -II   (Abb.  153  u.  153C).  verfährt  wie  vor  und 
setzt,  ebenfalls  am  links  abgetrennten  Teil,  .^T^=o.  so  erhält  man 

2  Dr  ■  sin  (p,.  -\-Ä  —  P„,  _i  —  P,„  —  Pf  =  o, 
woraus  D,.  ■  sin  (p,  —  —  (P,„  _  1  -f  P„,  +  Pi  —  Ä) . 

Setzt  man  diese  Werte  in  die  für  Vt  aufgestellte  Gleichung  ein,   so  folgt 
Vt  —  Dr  sin  y,,  +  P»^  •  sin  ry,  —  -^{±  —  P„^  _ ,  —  P,„) 

+  Y  (^-^1  +  ^^  +  ^'  -  ^'i)  =  T^'- 

T'/  ist  daher  nur  von  der  halben  Knotenlast  abhängig. 


B.   Bestinimuug  der  Einfliißliiiien  für  die  Stabspaunkräfte. 

Mit  Hilfe  der  hergeleiteten  Formeln  könnnen  die  Einflußlinien  für  die 
Stabspannkräfte  leicht  bestimmt  werden. 

So  ist  z.  B.  l'i^  — J,  die  T'i -Linie  daher  gleich  der  mit  — 1  multi- 
plizierten J^-Linie 
(Abb.  154a).      Im 


Abb.  134. 


/ '  Om'Linif.  \ 

Da 


|;pTpjQ]piiii]iirrnirniin=°=-- 


2  sine 


I— ^---r-rrnTK 


3sin(p 


■^^qpJPHniimnm^^—-^ 


y„  'Linie 


H--  — -- 


Abb.  154b. 


Abb.  134  c. 


Übrigen  vergl. 
Abb.  132  a  und  die 
zugehörige  Be- 
schreibung      auf 

95- 
Da 

h 

und 

p,      ^i^m  -  1 


Abb.  I54d. 


SO  gilt  für  beide 
Spannkräfte  die 
durch  li  dividierte 
Mm  —  1  -  Linie  als 
Einflußlinie.  Nur 
hat  die  T,,,- Linie 
das  positive,  die  0„,-Linie  das  negative  ^'orzeichen  (Abb.  154b). 

Die  D,,- Linie  bezw.  Do- Linie  erhält  man  mittels  der  Formeln 

P„  =  +  -^'"       und  P„  =  -      ^'"      . 
2  sin  f|  2  sm  ^ 

Beide  Einflußlinien   stimmen  daher   mit   der       V- — Linie    überein,    haben    ie- 

2  sm  (f 

doch  entgegengesetztes  Vorzeichen  (Abb.  154c). 


r_^J^ 


Q« 


Da  femer  T;,=  +  ^^    ,  so  ist  die  TVLinie  gleich  der    ^^    -Linie  (Abb.  154 d) 
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Zur  Berechnung  der   ]'«Linie  benutzen  wir  die  Formel  Vu  =  P7n 

Steht  also  die  wandernde  Last  P„,  =  i  /  in  w  (Abb.  155),  so  ist  r„  =  1  — 
Senkrecht    unter  ni    muß   daher   die  Ordinate  der  Einflußlinie  =  1 ^ 


Q>. 


2 
sein. 


Steht  dagegen  die  Last  1  /  links  von  m  —  1  bezw.  rechts  von  f,  so  erhält  man 
aus  der  Gleichgewichtsbedingung  ^  F=o  für  den  abgetrennten  Knoten  »t 
(Abb.  155b)  die  Gleichung 

Qm  „: Q. 


Abb.  155. 


F„  -f-  Du  '  sin  f/  =  o;      T;,  =  —  Z>„  •  sin  cp 

Links  von  m  —  1 
bezw.  rechts  von 
/    ist    daher     die 

{—-■QmyUnie 

die  Einflußlinie 
für  Vu.  Beachtet 
man  dann  noch, 
daß  zwischen  den 
Querträgern  7U—  1 
und    m    bezw.    f     Abb.  153  a. ; 

und  m  die  Ein- 
flußlinie gerad- 
linig verlaufen 
muß,  so  entsteht 
die  in  Abb.  155  a 
dargestellte  Form 
der  TVLinie.  Abb.  155c. 

Die  FrLinie 
erhalten  wir  mit- 
tels der  Gleichung 

{'t 
2 

1 


2  sin  (f 


sm  (f 


Fr  an- 


steht daher  die  wandernde  Last  1  Mn  ^,  so  ist  P<  =  1  ^  zu  setzen, 


so   daß   Vt  =  -\- 
1 


linie  =  -|- 


2 
sein. 


Senkrecht   unter  /   muß    mithin    die  Ordinate    der  Einfluß- 
Lasten  links  von  ni  bezw.  rechts  von  vu'  haben  keinen  Ein- 


fluß mehr  auf  Yt,  da  F<  nur  von  der  Knotenlast  abhängig  ist.  Zwischen  den 
Querträgern  m  und  t  bezw.  m'  und  f  muß  die  Einflußlinie  geradlinig  verlaufen. 
So  entsteht  die  in  Abb.   155  c  dargestellte  Form  der  FrLinie. 

3.  Der  Fachwerkbalken  mit  gebrochener  Gurtung. 
A.  Ableituug  allgemeiner  Formeln  für  die  Stabspaimkräfte, 

1.  Berechnung  der  Spannkräfte  in  den  Gurtstäben  (Abb.  150). 
Es  bezeichne  r„i  das  vom  Punkt  m  auf  den  gegenüberliegenden  Gurtstab  Om 
gefällte  Lot,  hm  den  senkrechten  Abstand  des  Punktes  m  von  Om,  ßm  den  Winkel, 
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den  Om  mit  der  Wagerechten  einschließt.  Dann  ist  auch  der  Winkel,  den 
r,n  und  hm  miteinander  einschließen,  =  ßm,  da  die  Schenkel  beider  Winkel 
zueinander  lotrecht  stehen.  In  dem  in  Abb.  156  durch  Schraffur  hervor- 
gehobenen rechtwinkligen  Dreieck  ist  sodann  rm  =  hm-  cos  ßm- 

Zur  Berechnung  von  Om  führen  wir  den  Ritterschen  Schnitt,  der  außer  0« 
nur  noch  zwei  andere  unbekannte  Stabkräfte  schneidet,  ersetzen  die  vom 
Schnitt  getroffenen  Stäbe  durch  ihre  Spannkräfte  (die  vorläufig  als  Zug- 
kräfte eingeführt  werden). 
'"-' ßmjom D^  untersuchen       den      Gleich- 

gewichtszustand des  links 
abgetrennten  Teils  und  be- 
nutzen die  Gleichgewichts- 
bedingung: ,, Summe  der  Mo- 
mente in  bezug  auf  den  Punkt 
Abb.  156. 


Mit  Vm  =  h 


?n  =  o": 

A.  •  Xm         -^l  '  ^fi 


cos 


n  können  wir  auch  schreiben 


M,, 


(Druck). 


0,„  .  cos  ß„t  = 


/*»,   • 


Durch  Anwendung    der  Momentengleichung    für  den  Punkt  m  —  1   erhält    man 
dann  sinngemäß 


U.,.,= 


M,„. 


n»-i 


bezw.     U,„  •  cos  y,„  =  -)- 


J/,„_i 
hn,  _i 


(Zug) 


2.    Berechnung    der    Spannkräfte    in    den    Füllungsstäben    (Abb.  157) 
Zur  Berechnung  von  Dm  führen  wir  den  Schnitt  I  und    setzen    am    links 
abgetrennten  Teil  2H=o: 

Dm  •  COS  (fim  +  Om  •  COS  ßm  +   ^  m  '  COS  ;',„  =z  O. 


Mit 
wird 


M  Mm 

Om  ■  cos  ß„>  = ^    und    l ;,  •  cos  y„,  =  +    -'" 


h 


Z),„  •  cos  <f,„  = 


3/„, 


Sinngemäß  erhält  man  mittels  des 
Schnittes  II 

D,„  +  l'  cos  (f.n^l 

^J^iu  ^i,u  - 1 

/*  ,u  Ji  „t  + 1 

Das  Moment  am  Fuß  der  Dia- 
gonale erscheint  also  jedesmal 
in  dem  positiven,  das  Moment 
am  Kopf  in  dem  negativen  Gliede  der  Formel.  Die  für  die  Gurt-  und  Diagonal- 
spannkräfte   hergeleiteten    Formeln    gelten    sowohl    für    unten    wie    für    oben 


Abb.  157. 
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Omcosßn 


Omt-jcosfi/n^f 


liegende  Fahrbahn,  da  für  beide  Fälle  die  Spannkräfte  von  Momenten  für 
dieselben  Knotenpunkte  abhängen,  wie  leicht  durch  sinngemäße  Anwendung 
der  Gleichgewichtsbedingungen  nachgeprüft  werden  kann. 

Bei  der  Berechnung  der  Spannkräfte  in  den  Vertikalen  müssen 
jedoch  für  unten  bezw.  oben  liegende  Fahrbahn  besondere  Formeln  hergeleitet 
werden,  weil  dann  obige  Voraussetzung  nicht  mehr  zutrifft. 

Es  sei  zunächst  unten  liegende  Fahrbahn  angenommen.  Wir  schneiden 
dann  den  Knotenpunkte  der  unbelasteten"  Gurtung  heraus  (damit  P^  nicht 
in  der  Gleichung  erscheint),  er- 
setzen die  vom  Schnitt  getroffenen 
Stäbe  durch  ihre  Spannkräfte,  die 
vorläufig  als  Zugkräfte  eingeführt 
werden  (Abb.  158)  und  benutzen 
zur  Berechnung  von  Vm  die  Gleich- 
gewichtsbedingung: „Summe  der 
Momente  in  bezug  auf  den  Punkt 
i»  +  i=o."  Die  Kräfte  0^  und  O^  +  i  zerlegen  wir  vorher  noch  je  in  eine 
wagerechte  Seitenkraft  {0,,,  ■  cos  ßm  und  Om  +  i  -  cos  ßm  +  1)  und  in  eine  senk- 
rechte. Letztere  sowie  Dm-^-i  fallen  dann  aus  der  Gleichgewichtsbedingung 
heraus,  da  sie  den  Momentendrehpunkt  schneiden,  also  den  Hebelarm  o  haben 
Die  Gleichung  lautet  sodann 

''m  '  ^m  +  l  ~r  ^m  '  COS  /!?„,  •  h,n  + 1  Um  -+-  1  *  COS  /S„j  ^  i  •  hm  -f-  1  =^  O. 

Mm  ,    ^  .  Mm  +  l 

hm 


Abb.  15S. 


Mit 


Om  •  cos  ß„ 


m  +  1 


Ä« 


erhält  man 


r,„  = 


ll'ni  ^m  + 1  ^111  + 1 

Bei  oben  liegender  Fahrbahn  (Abb.  159)  schneiden  wir  den  unteren,  der 
unbelasteten  Gurtung    angehörenden  Knotenpunkt  iti    heraus  und  benutzen  zur 
Berechnung  von  Vm  eine  Momenten- 
gleichung in  bezug  auf  den  oberen  p„ 
Punkt  m^  1,  nachdem  vorher  ZJ,« 
und  lJm  +  \  senkrecht  unter  ;;;  —  1 
je  in  eine   wagerechte  Seitenkraft 
([/„,  ■  cos  ;',„  und  Vm+\-  cos  Ym  +  1) 
und    in    eine     senkrechte     zerlegt 
sind.        Die      Momentengleichung 
lautet  sodann 

1  m  •  ^ot  -p   ^  /ft  4-  1  *  COS  Ym  +  1 

M, 

+  1  •  cos  y„i  +  1 


Abb.  159. 


Mit  ü„ 

wird  sodann 


'im 


=  — -   und 


F  — 


3L 


-  Um  •  cos  /„ 
Um  •  cos  fm 


hm  —  1 

Mm- 


hm  —  \ 


Ausnahmen  bestehen  für  V^  (bei  oben  liegender  Fahrbahn)  und  für  Vt  (sowohl 
bei  oben  als  auch  bei  unten  liegender  Fahrbahn)  (Abb.  160). 
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Zur  Berechnung  von  F,  trennen  wir  den  Knoten  i  heraus  und  benutzen 
an  dem  abgetrennten  Knoten  die  Gleichgewichtsbedingung  ,, Summe  der  Mo- 
mente in  bezug  auf  den  Punkt  o  gleich  Null",  nachdem  vorher  U.2  senkrecht 
unter  o    in    die    Seitenkräfte    V^  •  cos  y.2    und    U.,  ■  sin  ;'2    zerlegt    wurde.      Die 

Gleichung  lautet  sodann 


Mit        ^^^2  •  cos  yg  ^ 


i/^cos?^ 


2  •  COS  y^  •  ?/o 


wird  sodann 


Abb.  i6o. 


Um  Vt  zu    finden,    schneidet    man    zweckmäßig  den    oberen  Knoten  t   heraus, 
ersetzt  die  vom  Schnitt  getroffenen  Stäbe  durch  ihre  Spannkräfte  und  benutzt 
die  Gleichgewichtsbedingung  ^7=0,  wodurch  man  erhält 
Vt  +  Ol  ■  sin  ßi+  Or-  sin  ß,  +  P,  =  O. 


Da 


so  wird 


Oi=- 


V, 


und  Or 


ht  •  cos  ßi 

=  ^  (tg  ßi  +  tg  .-?,.)  -  P,. 


ht  •  cos  ßr' 


Bei   unten   liegender   Fahrbahn   gilt    für    V^    die    allgemeine    lür    V^   ab- 

Mt 
geleitete    Formel,    während  Vt  =  -j-  (tg  ßi  +  tg  ßr) ;     denn    dann    wirkt  Pt  am 

unteren  Knotenpunkt  t,  kommt  also  in  die  wieder  für  den  oberen  Knoten  aut- 
zustellende Gleichgewichtsbedingung  nicht  mit  hinein,  die  somit  lautet 
^t  +  Ol  •  sin  ßi-^  Or-  sin  ß^  :=  O, 

71/ 


woraus 


B.   Berechmmg   der   (irößtwerte    der  Stabspamikräfte   mit    Hilfe  von  Einflußlmien. 

Die  Einflußlinien  für  die  Gurtspannkräfte  können  schnell  mit  Hilfe 
der   allgemeinen  Formeln 


Abb.  löi. 


.Vbb.  i6i  a. 


bezw. 

Um  —  1 


+ 


M,n  _  1 


Abb.  i6ib.     die    mit 


>'m  - 1 

hergeleitet   werden.      Die 
Om-Linie  ist  demgemäß  die 

mit  —  ^—     multiplizierte 

Ti'm 

3/„i- Linie,  die  Jim  -i- Linie 

1 


multi- 


plizierte  if^-i-Linie  (Ab- 
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bild.  i6ia  u.  i6ib).  Bei  letzterer  beachte  man,  daß  der  Punkt  w — i  zwischen 
zwei  Querträgern  liegt,  daß  also  zwischen  den  beiden  Querträgern  die  Einfluß- 
linie geradlinig  verlaufen  muß. 

Da  die  Einllußlinien  nur  ein  Vorzeichen  haben,  so  ist  für  die  Gurtspann- 
kräfte totale  Belastung  des  Balkens  die  ungünstigste. 

Zur  Berechnung  der  Einflußlinien  für  die  Füllungsstäbe  sind 
die  hergeleiteten  allgemeinen  Formeln  unbequem,  da  sie  sich  aus  zwei 
Gliedern  zusammensetzen.  Man  kann  diese  Einflußlinien  einfacher  dadurch 
herleiten,  daß  man  den  Einfluß  der  wandernden  Last  1 1  auf  die  betreffende 
Stabkraft  für  verschiedene  Laststellungen  untersucht,  wie  nachstehend  gezeigt 
werden  soll. 

Gesucht  sei  die  Einflußlinie  für  die  von  dem  Ritterschen  Schnitt  getroffene 
Diagonale  D,    die    von  rechts  nach  links   ansteigt  (Abb.  162).     Wir  nehmen 


Abb.  162. 


i     Schml-l-fe/d     \   \  ^t 

Dm  f  Linie 


•r — '/ 


Ixi 


-ri^.i'"" 


Abb.  162  a. 


zunächst  an,  die  Last  it  stehe  rechts  vom  Schnittfeld.  Für  diese  Laststellung 
berechnen  wir  die  Spannkraft  D  am  bequemsten  vom  links  abgetrennten  Teil 
aus  (da  dort  die  wenigsten  äußeren  Kräfte  wirken),  und  zwar  mittels  einer 
Momentengleichung  für  den  Punkt  i  (den  Schnittpunkt  der  außer  D  vom  Ritter- 
schen Schnitt  getroffenen  Stäbe).  D  erhält  dabei  vorläufig  den  Zugpfeil.  Die 
Momentengleichung  lautet  sodann 

D.  h.  für  alle  rechts  vom  Schnittfeld  wirkenden  Lasten  ist  die  mit  — -  multi- 
plizierte   Jl- Linie   die  Einflußlinie,   also   eine  Gerade,    deren  Verlängeiung  von 


B 


—  A '  Xi 


D  —  -\-A 


■der  Senkrechten  durch   das  Auflager  A  die  Strecke  +  1 


abschneidet. 


Nunmehr  nehmen  wir  an,  die  Last  i  t  wirke  links  vom  Schnittfeld.  Bei 
<3ieser  Laststellung  wird  D  am  bequemsten  vom  rechts  abgetrennten  Teil  aus 
berechnet,  wiederum  mittels  einer  Momentengleichung  für  den  Punkt  i,  nach- 
dem D  am  rechts  abgetrennten  Teil  vorläufig  mit  dem  Zugpfeil  versehen  ist. 
Die  Gleichung  lautet  alsdann 

Kirchhoff,  Statik.  I.  8 
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JD-Vi-^B-Xi'  —  o;     D  — 


Bxi! 


D.  h.  für  alle  links  vom  Schnittfeld  stehenden  Lasten  ist  die  mit  — 


Xi' 


multi- 


plizierte ß-Linie  die  Einflußlinie,  also  eine  Gerade,  deren  Verlängerung  von  der 

1  •  Xi' 


Senkrechten  durch  das  Auflager  B  die  Strecke 


abschneidet.      Hatten 


1  -Xi 


wir  vorher  den  positiven  Wert  - — ^-^nach  unten  abgetragen,  so  müssen  wir  jetzt 


die  negative  Strecke 


1   -Xi' 


nach  der  entgegengesetzten  Seite,  also  nach  oben, 


abtragen.  Endlich  sind  noch  die  zwischen  den  beiden  Querträgern  des  Schnitt- 
feldes liegenden  Punkte  der  Einflußlinie  geradlinig  miteinander  zu  verbinden. 
Die  so  entstandene  Einflußlinie  ist  in  Abb.  162  a  dargestellt.    Dabei  ist  noch  zu 


0^= Linie 


d-£^'  l-inte_ 


^'  Abb.  163. 


beachten,  daß  sich  die  ^  • Linie    und    die 

schneiden  müssen. 


3'-- 


B-Xj' 

n 


-Linie  senkrecht  unter  i 


Bezeichnen  wir  nämlich   vorläufig  die  Ordinate ~  mit  7/  (Abb.  163),  so 

Ti 

gilt,  wenn  die  beiden  Geraden  sich  tatsächlich  unter  i  schneiden,  die  Proportion 


I  -Xi 


;    daher  rj 


wie  es  nach  der  vorhin  entwickelten  Ableitung  der  D-Linie  ja  auch  sein  muß. 
Man  braucht  daher  nur  die  Ordinate  — ^  aufzutragen,   d.  h.  die ^ -Linie  zu 

n  Vi 

zeichnen  und  diese  mit  der  Senkrechten   durch  i  zum  Schnitt  zu   bringen,  wo- 
Bxi 


durch   auch    die 


■Linie  bestimmt  ist. 
Abb.  164, 


Abb.  164a. 


Handeltes  sich 
um  eine  von  links 
nach  rechts  anstei- 
gende Diagonale,  so 
sind  die  Vorzeichen 
der  Einflußlinie  um- 
zukehren (Abb.  164 
u.  164  a). 

Liegt        der 
Punkt   i    innerhalb 
der         Spannweite 
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(Abb.  165),  so  hat  die  Einflußlinie  nur  ein  Vorzeichen,  wie  nachfolgende  Kon- 
struktion zeigt  (Abb.  165a). 

Man  trage  die  Ordinate  H '-^   auf   und   zeichne    die    — ^'--Linie,    die 

für  Lasten  rechts   vom  Schnittfeld  gilt.     Dann  bringe  man   diese   zum  Schnitt 


mit  der  Senkrechten  durch  i,  womit  die 


B-Xi 


-Linie  bestimmt  ist,  und  verbinde 


die  zwischen  den  Querträgern  des  Schnittfeldes  liegenden  Punkte   der  Einfluß- 


linie geradlinig  miteinander.    Das  Auftragen  der  Strecke  + 


1  •  .V,' 


erübrigt   sich 


daher. 

Wenn  die  beiden 
vom  Schnitt  getroffenen 
Gurtstäbe  sehr  flach  ge- 
geneinander geneigt  sind, 
ist  es  zweckmäßig,  die 
Lage  des  Punktes  /  rech- 
nerisch zu  ermitteln,  da 
dann  der  Punkt  i  durch 
Konstruktion  nicht  genau 
genug  festliegt.  So  läßt 
sich  z.  B.  nach  AtjJ).  165 
die  Proportion    aufstellen 


Schni(hfeld 


.-Vbb.  165. 


tl-j^;- 


h„ 


,  so  daß  hi 


1  ^m  "x-  ^i  '^rn  —  1         "»i 

Xi  ist  sodann  =:  c  -|-  A„i  -f~  ^U    ''« ^^  i^m  +  &«)  •  sin  (f. 

Liegt  der  Punkt  i  außerhalb    des   Zeichenblattes,    so    wird    man    ebenso 
verfahren,  also  Xi,  Xi    und  n  rechnerisch    ermitteln  und  dann  durch  Auftragen 


der  Ordinaten und 


1  •  Xi' 


die  Einflußlinie  festlegen. 


Man  kann   auch  die  Ordinaten 


1  •  Xi 


und 


als    die   Spannkräfte    in 


der  fraglichen  Diagonalen  infolge  A  =  it  bezw.  B^\t  deuten.  Nimmt  man 
nämlich  an,  daß  an  Stelle  des  Auf  lagerdrucks  A  ein  Auflagerdruck  A^  i  t 
wirksam  ist  (etwa  infolge  irgend  einer  Last  P  rechts  vom  Schnittfeld),  und 
benutzt  am  links  abgetrennten  Teil  eine  Momentengleichung  für  den  Punkt  / 
(Abb.  lös),  so  erhält  man  die  Gleichung 


i  •  Xi  —  D  •  Vi  1=  o,  woraus  D 

1  •  Xi' 


I  •  Xi 


^Ba^x. 


Entsprechend  findet  man — -_ — ^I)b^\-     Wenn    dann    der  Punkt  z    nicht    ge- 

y~i 

nügend  genau  aus  der  Netzzeichnung  bestimmt  werden  kann  bezw.  außerhalb 
des  Zeichenblattes  liegt,  so  bestimmt  man  T>a  =  i  und  Db  =  i  mit  Hilfe  Cremona- 
scher  Kräftepläne    für    die  Zustände  A  =  it  bezw.  B=it   und    benutzt  dann 


an  Stelle  der  Ordinaten 


und 


1  •  Xi 


die  Ordinaten  Da  =  i    und  Dß=i.     In 


r,-  n 

diesem  Falle  ist  natürlich  das  Auftragen  beider  Ordinaten  erforderlich. 

s* 
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Einflußlinien  für  die  Vertikalen.  Es  handele  sich  um  die  von  dem 
Ritterschen  Schnitt  getroffene  Vertikale  V  (Abb.  166).  Die  Last  1  t  wirke 
zunächst  rechts  vom  Schnittfeld.  Wir  setzen  für  den  links  abgetrennten 
Teil  die  Momentengleichung  für  den  Punkt  ^  an : 

A.  •  Xi 


V-  ai-\-  A-  Xi 


Für    rechts    vom  Schnittfeld    stehende   Lasten    ist   daher  die   mit  — 


OCi 


multiplizierte  ^-Linie  die  Einflußlinie,  mithin  eine  Gerade,  deren  Verlängerung 

1  •  Xi 


von  der  Senkrechten   durch  das  Auflager  Ä  die  Strecke 


abschneidet 


(Abb.  166a).  Nunmehr  wirke  die  Last  1  t  links  vom  Schnittfeld.  Die  Momenten- 
gleichung für  den  Punkt  i  lautet,  wenn  wir  den  Gleichgewichtszustand  des 
rechts  abgetrennten  Teils  untersuchen, 

B-Xi' 


V'  ai  —  B-  x: 


V— 


ai 


Für  alle  links   vom  Schnittfeld  stehenden  Lasten  ist  daher  die  mit  — 
multiplizierte  5-Linie  die  Einflußlinie,    also   eine  Gerade,  deren  Verlängerung 

Abb.  166. 


Oi        

A  v: 


"^qjniiiriiiini^^^^^^^^ 


U=r-: 


f^.xi  .Linie, 
Abb.  i66a. 


von  der  Senkrechten  durch   das  Auflager  B  die  Strecke 


1  •  xi 


abschneidet. 


Da  wir  die  negative  Ordinate  — 


1  -Xj 


nach  unten  abgetragen  haben,  müssen 


wir    die    positive    Ordinate  -\ *-  nach    oben    abtragen.     Beide  Linien,    die 

Linie  und  die  -\ ^-^-Linie  müssen  sich,  wie  bereits  bei  den  Einfluß- 

tti  ai 

linien  für  die  Diagonalen  gezeigt  wurde,   senkrecht  unter  i  schneiden.     Auch 

1  -xi 


hier    erübrigt    sich    das    Auftragen    der    Strecke 


Bei    flach    geneigten 


Schnittlinien  bezw.  wenn  i  aus   dem  Zeichenblatt  herausfällt,   ermittele   man  i 
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wieder  rechnerisch  oder  bestimme  Va^  i  und  Vß^  i.    In  diesem  Fall  sind  beide 

Liegt    ^ 

Abb.  167. 


Schninfeld 


Strecken,  — '-—  und '—  bezw.    Ya  =  \    und    Yb  =  \    aufzutragen 

innerhalb  der  Spannweite  (Abb.  167), 
so  hat  die  Einflußlinie  nur  ein  Vor- 
zeichen (Abb.  167  a). 

Ausnahmen  bestehen  für  Yo 
und  r,  (Abb.  168).  Da  Vo-=--A, 
so  ist  die  TVLinie  gleich  der  mit  —  1 
multiplizierten  ^-Linie  (Abb.  168a). 
Zu  beachten  ist  dabei,  daß  die  Last 
1  t  in  o  Yo  =0  hervorbringt  und  daß 
zwischen  den  beiden  ersten  Quer- 
trägern die  Einflußlinie  geradlinig 
verlaufen  muß.  Vergl.  auch  Abb.  132  a  und  die  zugehörige  Beschreibung, 
Seite  95. 

tg  ßi  +  tg  ßr 

T/ ist   bei    unten    liegender   Fahrbahn    nach   Seite  112  — Mf— 1 . 

fit 

die  F^-Linie    also    die 
tgßi+^gß 


i^miium-^^'^ ' 


L-- 


Abb.  167  a. 


mit 


multi- 


Abb.  16S. 


plizierte  Jlf<-Linie,  d.  i. 
ein  Dreieck  mit  der 
Spitze  unter  t,  dessen 
eine  Seite  von  der 
Senkrechten  durch  das  Abb.  168  a. 
Aullager  A  die  Strecke 

Xgßl+tgßr 


ht 


ab- 


Abb.  löSb.     I 


schneidet  (Abb.  168b). 

Bei  oben  liegen- 
der   Fahrbahn     (Abb.  169)    ist    ebenfalls  Yo  =  —Ä.     Hier   bringt   die  Last  \t 
in    o  Fo  =  —  1    hervor.     Die    Einflußlinie    stimmt    daher    mit    der    —  J.-Linie 
überein  (Abb.  169  a). 

Die  FrLinie  erhält  man  mit  Hilfe  der  auf  Seite  112  hergeleiteten  Formel 

7,  =  -^(tg/?;  +  tg/!?,)-P,.   ' 

Diese  gilt,  wenn  die  Last  Pt  im  Querträger  t,  also  über  Yt  steht.     Für  Fi=  i  t 
ist  dann 


V, 


{tgßl+^Sßr)-Y 


Senkrecht  unter  der  Last  muß  die  Ordinate  der  Einflußlinie  diesen  Wert  haben. 

Den  Wen  -~  {tg  ßi  +  tg  ßr)    erhalten    wir  dabei    aus    der   mit-— -^'— ^ '— 

multiplizierten  il/rLinie.     Davon  ist  dann  1  /  abzuziehen  (Abb.  169b). 
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Steht  die  Last  i  /  links  vom  Querträger  l  bezw.  rechts  vom  Querträger  r, 
so  wird  F<  =  -  (tg /S/ +  tg  ;?,.),  da  sich  bei  diesen  Laststellungen  in  t  keine 
Last  befindet,  für  Vt  daher  dieselbe  Formel  wie  bei  unten  liegender  Fahrbahn 


n    ist   daher   die    mit 


ht 


multiplizierte 


Abb.  i6q. 


I    Abb.  i6qa. 


Abb.  169b. 


Jfr  Linie  die  Einfluß- 
linie. Zu  beachten  ist 
dann  noch,  daß  zwischen 
den  Querträgern  l  und  t 
bezw.  r  und  t  die  Ein- 
flußlinie geradlinig  ver- 
laufen muß. 

Beim  Parallel- 
träger war  schon  aus 
geführt,  daß  die  Berech- 
nung der  Größtwerte 
der  Stabspannkräfte  mit 
Hilfe  von  Einflußlinien 
eine  sehr  zeitraubende 
Arbeit  ist.  Dasselbe  gilt  auch  für  den  Balken  mit  gebrochener  Gurtung.  Im 
folgenden  Kapitel    sollen  daher    zweckmäßigere  Methoden    angegeben  werden. 

C.   Die  zweckmäßigsten  Metlioden  zur  Bereeliuung  der  Größtwerte   der  Stabspann- 
kräfte infolge  eines  Lastenznges. 

1.    Berechnung  der  Größtspannkräfte  in  den  Gurtstäben. 

Da  die  Einflußlinien  für  die  Gurtspannkräfte    nur  ein  Vorzeichen  haben, 
wie  im  vorigen  Abschnitt  gezeigt  wurde,  so  ist  volle  Belastung  die  ungünstigste. 

Ml 

r„ 


Da    ferner  O^ 


bezw.    Um—i  =  -\ — r^ ist,  die  Gurtspannkräfte  also 


rm-i 


von  den  größten  Biegungsmomenten  infolge  voller  Belastung  abhängig  sind, 
so  genügt  es,  auf  die  im  §  6,  2,  c,  Seite  76  u.  ff.  angegebenen  drei  Verfahren 
zur  Berechnung  der  größten  Biegungsmomente  für  bestimmte  Punkte  hinzu- 
weisen, womit  die  vorliegende  Aufgabe  gelöst  ist. 

2.    Berechnung  der  Größtspannkräfte  in  den  Füllungsstäben. 

Die  Einflußlinien  für  die  Spannkräfte  in  den  Füllungsstäben  haben  (mit 
Ausnahme  des  besonders  zu  behandelnden  Falles,  daß  der  Punkt  i  innerhalb 
der  Spannweite  liegt)  zweierlei  Vorzeichen,  so  daß  die  ungünstigste  Belastung 
nicht  bei  voller,  sondern  bei  teilweiser  Belastung  stattfindet.  Bei  Berechnung 
der  größten  Zugspannkräfte  darf  die  Verkehrslast  nur  über  dem  positiven, 
bei  Berechnung  der  größten  Druckspannkräfte  nur  über  dem  negativen  Teil 
der  Einflußlinie  aufgestellt  werden,  wobei  die  ungünstigste  Lastenstellung  durch 
Probieren  gefunden  werden  muß.  Zur  Vermeidung  dieser  zeitraubenden  Arbeit 
sei  im  folgenden  ähnlich  wie  beim  Parallelträger  ein  Kriterium  hergeleitet,  das 
eine  schnelle  Bestimmung  der  ungünstigsten  Lastenstellung  ermöglicht. 
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Es  handle  sich  z.  B.  um  die  ungünstigste  Lastenstellung  für  Dmax  (Abb.  1 70). 
Für  die  Herleitung  des  Kriteriums  benutzen  wir  die  Einflußlinie  für  D,  d.  h., 
wie  besonders    hervorgehoben  werde,    lediglich  die  äußere  Form  der  Einfluß- 


linie  (Abb.  170a),    benutzen    also    nicht    die    Ordinaten 


bezw. 


1  •  Xi 


durch  welche  die  Einflußlinie  in  ihren  genauen  Abmessungen  festgelegt  ist. 
Da  die  Einflußlinien  für  Diagonalen  und  Vertikalen  in  der  äußeren  Form  mitein- 
ander übereinstimmen,  so 

gilt  das  abzuleitende  Kri  '  '^°' 

terium  der  ungünstigsten 
Lastenstellung  ganz  all- 
gemein sowohl  für  die 
Diagonalen  als  auch  für 
die  Vertikalen,  sowohl  für 
die  Maximal-  als  auch  für 
die  Minimalwerte. 

Damit  z.B.  Dmax  ent- 
steht, müssen  die  Lasten 
über  dem  positiven  Teil 
der  Einflußlinie  aufgestellt 
werden.  Es  ist  nur  die 
Frage,    ob   der  Laslenzug 

in  der  Grundstellung  stehen  muß  oder  ob  eine  oder  mehrere  Lasten  in  das 
Schnittfeld  zu  rücken  sind.  Nehmen  wir  zunächst  einmal  an,  es  befinden  sich 
r — 1  Lasten    im   Schnittfeld,   während    die  r  te  Last  P,-  über    dem   Querträger 

r  n 

steht.     Die  Mittelkraft  dieser  /Lasten  sei  2  P.     ^P  sei    die  Mittelkraft    aller 

1  1 

auf  dem  Balken  stehenden  Lasten. 

Die  Ordinaten  t]  seien  sämtlich  auf  die  Gerade  a  —  h  bezogen.     Dann  ist 

Die  erste  Summe  erstreckt  sich  über  die  allen  Lasten  entsprechenden  Pro- 
dukte P  ri,  die  zweite  nur  über  die  Produkte  Ptj',  die  den  Lasten  P,  bis 
einschl.  P,.-i   entsprechen.     Aus  den  Proportionen 

>]  c  tj'  c' 

,.  =  -r    und     '.  ziz  ^— 
f  ^  t  ^' 


erhält  man  nun 


f  f 

rj=zc-  -  '    und   fj'  —  c'  '-^ 


Führt  man  diese  Werte  in  die  für  D  aufgestellte  Gleichung  ein,  so  wird 


D 


f 


P-cr,-ir[^P-cX 


f 

Wir  schieben  jetzt  den  Lastenzug  um  die  unendlich  kleine  Strecke  d .r 
nach  links  vor.  Dann  ändern  sich  c  und  c'  um  dasselbe  (l.r-,  D  um  sein 
Differential.  Nunmehr  tritt  auch  P,.  in  das  Feld,  ist  also  von  Einfluß  auf  die 
Werte  2  P •  tj'  bezw.  ^P-c'.  Der  Pr  entsprechende  Wert  c'  ist  dann  =  ^a-. 
Man  erhält  daher 
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D^dD=:^[:SP{c-{-dx)]';-f-^[2P{c'-\-dz)]l-'-\-^Pr-dx\ 


r[^p-^h-Y[^p-^rr'-^Y[-p-^^]';-\j.[^P'd^r'+f^ 


Hierin  ist 


[^p-cr^-^[^p-cx-'-^D. 


Da  man  ferner  die  Konstante  d  x  vor  die  Summen  setzen  kann,  so  folgt 


D-\-dD—D-\-t-dx-^P 


dx 


(•i'p+p.) 


=  D-^^^-dx 

n 

■  :sp- 

1 

-f'' 

woraus 

n 
2P 

r 
2P 

und       —  =  / 
d  X 

n 

vp 

^P 

dDzz 

=  f-dx 

1 

1 

1 

5 

1 

p, 


Entsprechend  den  für  die  Querkräfte  gemachten  Ausführungen  auf  Seite  98 
wächst  die  Spannkraft  D,  wenn  "-5 —  positiv  wird.     Das  ist  aber  der  Fall,  wenn 

n  r 

IP         2P 


d.  h.  wenn 


2:  P  >  -2;-  .  2:  P. 

1  ■?        1 


Wird 


P< 


^P, 

1 


so  wird  D  beim  Vorschieben    um  dx  kleiner,    der  Lastenzug  muß  also  in  die 
ursprüngliche  Stellung  zurückgeschoben  werden. 

Demgemäß    hat    man    zur  Bestimmung    der  ungünstigsten  Lastenstellung 
folgendermaßen  zu  verfahren: 


Man    nehme    zunächst  Grundstellung    an,  bilde  ^P  und      ^, 

1  s 

dD 


Würde 


jetzt  2  P  <  Pi  •  ^    sein,  so  würde  bei  dieser  Lastenstellung  -^      negativ    sein, 

d.  h.  die  Spannkraft  in  der  Diagonalen  würde  beim  Vorschieben  des  Lasten- 
zuges kleiner  werden.  Der  Lastenzug  ist  dann  also  in  die  Grundstellung 
zurückzuschieben. 

Wird  dagegen  2P>Pi-^,    so    wächst    die    Spannkraft  D    beim    Vor- 
1  5 

schieben  des  Lastenzuges.  Wir  schieben  ihn  daher  noch  weiter  vor,  so  daß 
Pi  im  Felde  und  Pg  über  dem  Querträger  steht.  Ergibt  sich  dann  auch  für 
diese  Lastenstellung 

1p>(p, +p,).|, 

1  c 
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so  schieben  wir  noch  eine  Last  in  das  Feld  hinein,  so  daß  P^  und  Po  im  Felde 
stehen  und  Pg  über  dem  Querträger.     Würde  jetzt 

1  s 

werden,  so  würde  beim  weiteren  Vorschieben  um  d.r  über  diese  Stellung 
hinaus  die  Spannkraft  D  kleiner  werden.  Ein  weiteres  Vorschieben  kommt 
dann  nicht  in  Frage,  so  daß  Pj  und  Pg  im  Felde,  P3  über  dem,  Querträger 
stehen  müßte. 

Es  würde  nun  sehr  umständlich  sein,  erst  eine  Einflußlinie  zu  zeichnen 
und  aus  ihr  die  Strecken  $  und  $'  zu  entnehmen.  Nachfolgend  soll  ein  sehr 
einfaches  Verfahren  zur  Ermittlung  dieser  Strecken  hergeleitet  werden  (Abb.  171). 

Wir  verlängern  den  vom  Ritterschen  Schnitt  getroffenen  Gurtstab  der 
unbelasteten  Gurtung  bis 
zum  Schnitt  mit  den  Stützen- 
senkrechten und  verbinden 
diese  Schnittpunkte  mit  den 
Knotenpunkten  des  Schnitt- 
feldes. Die  Verbindungs- 
linien schneiden  sich  im 
Punkt  E.  Die  Last  1  Mm 
Punkt  E  erzeugt  in  D  die 
Spannkraft  o.  Senkrecht 
unter  E  muß  daher  der  Null- 
punkt der  Einflußlinie  liegen. 

Beweis    für  die  Rich- 
tigkeit der  Konstruktion: 

Wir  ersetzen  die  in  E  stehende  Last  1  t  durch  ihre  auf  die  benachbarten 


!•$' 


a 


Querträger  entfallenden  Drücke    -j^  und  — ^ —  und  zeichnen  für  diese  Belastung 

nach  §  6,  1,  a,  1,  Seite  65  die  Momentenfläche  mit  Hilfe  eines  Seilpolygons. 
Als  Seilpolygon  wählen  wir  das  aus  den  Seilstrahlen  I,  II  und  III  gebildete 
Polygon.     Durch  den  Schnittpunkt  des  ersten  und  letzten  Seilstrahl?,  also  von 

a 


I  •$'  1  • 

I  und  III  muß  dann  die  Mittelkraft  der  Krätte    y     und      ^ 


also 


1  /    gehen. 

Die  Verlängerung  des  vom  Schnitt  getroffenen  Obergurtstabes  bis  zum  Schnitt 
mit  den  Stützensenkrechten  bildet  dann  die  Schlußlinie  s  des  Seilpolygons. 
Das  zugehörige  Kräftepolygon  erhalten  wir,  indem  wir  die  Kraft  1  Mn  irgend 
einem  Maßstabe  auftragen  (Abb.  i7ra),  durch  den  Anfangs-  und  Endpunkt  der 
Kraft  Parallele  zu  den  Seilstrahlen  I  und  III  und  durch  den  Schnittpunkt  dieser 
Parallelen    eine  Parallele   zu  II  ziehen,    die  dann  von  der  Kraft  1  f.  die  Kräfte 

abschneidet  (vgl.  §1,6,  Seite 


IT  ^"^    I 


des  Kräftepolygons    bestimmt 
so  daß 

M  M 

1)   cos   (fi  = 


Damit  ist  auch  die  Polweite  H 
Dann    ist  3Im  =  H  ■  hm   und  Mm  —  1  =  i?  •  hm  - 1, 


H-h. 


Hh„ 


h„ 


hm  -1 


hm  —  1 


—  H—H—O. 
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Da  cos  (f  nicht  =o  werden  kann  (f/  ist  ja  unter  allen  Umständen  als 
Neigungswinkel  der  Diagonalen  gegen  die  Wagerechle  ein  spitzer  Winkel), 
muß  D  =  o  werden.  D.  h.  die  Last  i  i^  in  ^  erzeugt  D  =  o.  Senkrecht  unter  S 
liegt  daher  der  Nullpunkt  der  Einflußlinie.  Damit  sind  die  Strecken  J  und  g' 
gegeben.     Sie  können  aus  der  Zeichnung  abgegriffen  werden 

Ist  Dmin  gesucht,  so  sind  ^  und  5'  die  Abstände  des  Nullpunktes  E  vom 
linken  Auflager  bezw.  vom  linken  Querträger,  da  für  Dmin  die  Verkehrs- 
lasten von  links  her  auffahren  müssen. 

Die    beschriebene  Konstruktion    gilt    auch    für  die  Vertikalen  (Abb.  172). 

Nach  Seite  111  gilt  bei  oben  liegender  Fahrbahn  für  V,a  die  Formel 

"  —        }  h  }        ■ 

Mit  3I,n  -i  =  H-  Kl  -  1  und  il/„,  =  H-  h,„  ist  somit 

Ii-ll'rn-\    _    U-llm      Ki-J  _    H '  ^w  -  1    H  •  h'„, 

"■m  ff  III  ^rii  /•m.  /-»» 


V  = 


=:  O. 


Abb.  172. 


7//^r 


.  J 


.'    2.US' 


Abb.  172  a. 


Die  Last  i  /  in  £"  erzeugt  daher  V,„  —  o.  Senkrecht  unter  iJ  liegt  mithin 
der  Nullpunkt  der  Einflußlinie,  womit  die  Strecken  J  und  §'  bestimmt  sind. 
Je  nachdem  Fmax  oder  Fmin  gesucht  wird,  müssen  i  und  '^'  links  bezw.  rechts 
von  E  abgegriffen  werden. 

Entsprechend  läßt  sich  der  Nachweis  bei  unten  liegender  Fahrbahn  mit 
Hilfe  der  für  diesen  Fall  geltenden  Formel 


T/-    -^J-m       'hl  +  1  -^m  +  1 

'  m.  "  ■ 


h„ 


^m  +  1 


(Seite  111)  führen. 


Rechnerische  Ermittlung  von  5  und  §'. 
a)  Für  Diagonalen  (Abb.  171). 


Wir  setzen 


D  cos  (p 


M„. 


hm  —  1 


:=0. 


Mm  =■  A  •  .r,„  —!•§',  w  orin  A 


1(^  +  0) 


l 


so  daß 


•'"JJl    n  ^111  ^        S    • 
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I  •  r        I  (?'  +  ^)  I  •  r 

Mm-i—Ä-  ,r,„  _  1 Y~  '  C  — ^ ^  •  X,n  _  1  —        j-     ■  C. 

Setzt  man  diese  Werte   m  die  Gleichung -^^ t =  o  em,  so  erhalt  man 

7    7  '*''«  —  1  n      5     7-,  — 

'  •  «TO  —  1  ^  •  fim  -i 


l  •  K, 

I                      ^WJ  — 

llffi            l  •  llfn  - 

1        ,  C  \  _    h_  f  X,n-\    _  ^A 

-1  ^'^hi-lj  l     y^m  —  l  hmj 

7    /   '^m  —  1  »^7?«  \ 

\hm-i  hm  J 


(X,ii  Xjti  —  1  \  V        I 

hjn  hm-l  J  h,„ 


C-l 


=^b 


^'hm—l 
Xni  —  1  *  •^m         •*'OT  ■  i^m  —  1 


Xf/i  '  'ifn  —  1  '^m.  —  1  ■  "m  ^  '  "m  —  1     1" 


Liegt  ein  Fachwerk  mit  Vertikalen  vor,  so  wird  c  =  o,  so  daß 

v/  7      Xfti  —  1  •  fljfi         Xjn  '  Hin  —  1 . 

X<Di  •  Hrti  —  1         Xffi  —  1  •  ilffi         i  '  tlxti  —  1 

g  ist  sodann  =  5' +  fc. 

b)    Für  Vertikalen  (Abb.  172,  Fahrbahn  oben). 


Wir  setzen  ^^«1  = 


K 


, ,       _  j     ,       _    I  (r  +  ^) 

-«^7«  —  1 A.'  Xm  —\ 7  "^m  — 1' 

Mm  —  A-Xr,i  —  l''^'—     ^  l  •  ^m  -   ^  ''i' \ 

daher     Vm  — ^ j t 3 —    7 ^m  —  i  •  s- 


[ 

v; ,  /  '^»t  —  1  '^m  '  h  in  —  1       1^      fi  m  —  1     \   ^  *  ^m  '  i^  m  —1  ^  '  '^m  —  1 


=  O. 


$'  =  &• 


l  •  ll„i  •  A,,j  l  •  /„ 

Xm  '  '^  m  —  1  '^m  —  1  '  '*m 


ll„i  •  X„i  —  1  Xjn  •  fl  fn  —  \  — j~  l  '  ll  m  —  1 

Bei  unten  liegender  Fahrbahn  findet  man  $'  in  entsprechender  Weise  mittels  der 
Gleichung 

Y    Mm     _  h'm-hl    __    Mm  +  1    

''ni  'l'OT  +  l  '>'?»  + 1 

Eine  andere  Form  des  Kriteriums  der  ungünstigsten  Lastenstellung  findet 
man,  wenn  man  bei  der  Ableitung  die  für  die  Spannkräfte  in  den  Füllungs- 
stäben hergeleiteten  allgemeinen  Formeln  benutzt,  so  daß  die  Konstruktion  bezw. 
Berechnung  der  Strecken  g  und  §'  überflüssig  wird.  Nur  findet  man  dann  nicht 
mehr  eine  für  alle  Fälle  gültige  Formel,  sondern  muß  das  Kriterium  für  jeden 
Fall  gesondert  herleiten,  d.  h.  für  Dmax,  -Dmin,  TiHax,  7min,  für  Fahrbahn  unten 
und  für  Fahrbahn  oben,  wie  aus  den  nachfolgenden  Ausführungen  hervorgeht. 
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a)  Kriterium  der  atigünstigsten  Lastenstellung  für  X)max  'Abb.  1731. 
Damit  Dmax  entsteht,  muß  der  Lastenzug  von  rechts  nach  links  vor- 
geschoben werden.  Wir  verfahren  ähnlich  wie  unter  3,  C,  2,  stellen  also  zunächst 
probeweise  einige  Lasten  in  das  Schnittfeld  und  untersuchen,  ob  die  Spann- 
kraft D  wächst,  wenn  wir  den  Lastenzug  um  das  unendlich  kleine  Stück  de 
weiter  vorschieben.     Dazu  benutzen  wir  die  Formel 


D  = 


cos  9?  V  ^hn  Ki-\  )         hncosq)  \     "*  h„i-i      J 


Mit 


und 


so  daß 


A  —  2P 


wird  M„,  =  2P-^-X, 
1  i 


1 
P 


M. 


1 


r-l 
_1-^P- 


D  — 


cos  if 


1 


—  :sPb 


^p- 

1 


,-2P^ 


4.hd 


Beim  Vorschieben  des 
Lastenzuges  um  de  ändern  sich 
cund  b  um  die  gleiche  Strecke  (?c, 
D  um  sein  Differential  dD. 
Außerdem  tritt  noch  die  Last  P^ 
in  das  Feld,  steht  also  nun- 
mehr im  Abstand  de  links  vom 
Querträger  m.  Die  Momente 
Mm  und  Mm-i  ändern  sich 
daher  um 


dM„ 


—  2P 

1 


de 


■  —  1 
2P 

1 


di 


Pr  ■  de 


—  2P- 

1 


de -de  C2P-\-P^ 


■P- 


l 


und  um     dM^  -i^=^^P  ■ 


•^m  —  1 


de 


»■-1       de 


—  2P- 

1 


OCn 


l 


d  — 
■de  — 


•  de 

Pr- 

de 


—  2P-de 

1 

de     , 
—  •  d 


d- 


{fP  +  Pr) 


=    ^P. 

1 


Mithin  ist      dD  — 


^V^.rff-ip.  i^  -d. 

Z  1  / 

d  Mm  -  1  •  A».  \ 


hm  cos 


-,{ 


d3L, 


P. 


-dc  —  :sp- 
1 


fZc 


-(f 


^^m  —  1 


z 


de  —  2P 


de 
T 


0^] 


und 


6?P) 
de 


Ä„j  COS  9^ 


\)  1  V  ^-        Äm-l/ 
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Die  Spannkraft  D  wächst,   wenn  — ^ —  positiv  wird,  und  das  ist  der  Fall,  wenn 

n 


d.  h.  wenn 


1         1 


l. 


GCni  •*' wi  —  1  ' 


/'7»t  — 1 

Für  das  Ständerfach  werk  wird  d  =  o  (Abb.  174),  so   daß  dann  das  Kriterium 
lautet 


2P>  :2P 

1         1 


*>Cj,i         »Xy-in  —  1 ' 


/«, 


Man  erkennt  auch  sofort  die  Übereinstimmung  mit  dem  für  den  Parallel- 
träger hergeleiteten  Kriterium 

»  r  ] 

11/, 

wenn  man  berücksichtigt,  daß  dort 
hm  =  hm  - 1.  Setzt  man  dies  in  die 
für  das  Ständerfachwerk  abgeleitete 
Formel  ein,  so  erhält  man 


Abb.  174. 


;P> 


^m  ^m  —  1 


Mit  Xm  —  x,n  -1  =  X  ist  sodann 


1p>  ip.^  fvergl.  §  7,  1,  C,  2,  Seite  98). 
1  1         ^ 


b)    Kriterium  der  ungünstigsten  Lastenstellung  für  Dmin  (Abb,  175). 
Um  Dmin  hervorzurufen,  muß  der  Lastenzug  von  links  nach  rechts  vor- 
geschoben werden.     Zunächst  werden  wieder  die  Lasten  Pj  bis  Pr  —  i  im  Schnitt- 
feld, Pr  über  dem  Querträger  l  angenommen.    Da  infolge  dieser  Lastenstellung 
in  der  Diagonalen  ein  Druck  entsteht,  so  muß 

1)  cos  (f  Z=  — 

'hn  "7Ä  —  1 

negativ  werden.    Es  ist  also  zu  setzen 


D  = 


und 


1  t 

Mm-i  =  P-ocm-i  —  ^P'a=^iP-^-Xm-i  —  :SP'a. 
11t  1 
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c  und  a  ändern  sich  beim  Vorschieben  des  Lastenzuges  um  dasselbe 
Differential  de,  D  um  dD,  außerdem  tritt  noch  die  Last  P,.  in  das  Feld,  steht 
also  nunmehr  im  Abstand  de  rechts  vom  Querträger  l.  Die  Momente  Mm,  und 
Mm-\  ändern  sich  daher  um 

1  t 


und  um 


dM„ 


X))i  —  1 


f^-    i 


de  — 2  P- de  — Fr -de 
1 

r-l 


=  2P.^^^!^.de  —  de[  2P-\-Pr 


Folglich  ist 

dD  =  -^ ( 


dM„,  — 


dMm-i  -h 


hn 


^) 


r  n  rf>  C  n 


,:EP-^-dc 

hfncosq)  I  1  l 


p.^'^^.cU—kp.dc 


\    K   1 

J  Kl  - 1 J 


und 


dD 

de 


h„,c.o 


kmCOS  (p 

dD      .  , 

—j—  wird  positiv,  wenn 


^[ V  p,  "^^ (  yp  •  '^^"'  ~  ^  "^  p\ 

:osf/  [T  l         vT  l  7     )  hm -ij 

n 
iP 

'-^(x       ,-      ^"     -x\-2P      ^'"' 

7       I  '*"m  —  1       7  •^'m  I  7, 

l      \  nm—1  J  1         n,n-i 


v( 


'^'m  —  1 


hm  -  1 


)>f 


hn  —  1 


d.  h.  wenn 


2P>:sp 

1        1 


**  j»i —1     ^  111 ' 


7i,n- 


n,  —  1 


/*, 


Auch  hier  erkennt  man  leicht  wieder  die  Übereinstimmung  mit  der  für 
den  Parallelträger  hergeleiteten  Formel 

n  '"7 

:^p>:sp.4-, 
1        1       ^ 

wenn  man  hm  —  i  =  hm  setzt  und  berücksichtigt,  daß  Xm-i — x,n  =  X  ist. 


c)    Kriterium  für  Fmin  (Fahrbahn  unten)  (Abb.  176). 

Um  7min  zu  erhalten,  muß  der  Lastenzug  von  rechts  nach  links  vor- 
geschoben werden.  Die  allgemeine  Formel  für  V  lautet  bei  unten  liegender 
Fahrbahn 


F= 


Mr 


^m  +  \ 


m+1 

^m  + 1 


(vgl.  Seite  iii). 
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Da  die  Lasten  so  aufgestellt  sind,  daß  ein  Druck  in  V  entsteht,  muß  die  rechte 
Seite  der  Gleichung  negativ  werden.     Es  ist  daher  zu  setzen 


^m  + 


m  +  1 


Mit  Ä=^^P-"j-  erhält   man  dann 
1  I' 


M,„  =  ^P 


•  Xm   und   31, 


m  + 1 


1  t 


w  +  l 


^  P-b 

1 


l 

(es  sind  wieder  zunächst 
r— 1  Lasten  probeweise  in 
das  Feld  gerückt,  während 
Pr  über  dem  Querträger 
m  +  1  steht).  Beim  Vor- 
schieben des  Lastenzuges 
um  de  ändern  sich  <■  und  b 
um  dasselbe  Differential  de, 
V  um  d  V,  außerdem  ist  noch 
Pr  in  das  Feld  gerückt  und 
steht  nunmehr  im  Abstand  de  links  vom  Querträger  m  +  i.     Somit  wird 


Abb.  176. 


dMrr,=^:^P-~-dc    und    dM,,,  +  ,: 
1  c 


2P- 

1 


de  —  2 P'  de  —  Pr  •  de 

1 


2p.±^.(lc-dci    2P-\-  Pr\  =  :^P- 


•^m  + 1 


de 


dc-2P. 
1 


Daher  erhält  man 

V     '^m  ^m  +  \  ^m  +  1     J 


dVz 


yp.  _ 

'^m  +  l    Li  ^ 


Ä' 


m-ht 


hr, 


de 


und 


(ZF 


+ 


I 


d  C  Afn  + 1 

Dieser  Wert  wird  positiv,  wenn 

n 

yp 

•^m  + 1 


v(- 


vG 


d.  h.  wenn 


1  1 


•^»i  -t-  1  ^r 


h 


ni  -+- 1 


hr 


Man  überzeuge  sich  auch  hier  wieder  von  der  Übereinstimmung  mit  der 
für  den  Parallelträger  hergeleiteten  Formel 

l 


2P>2P    ,   , 

1  1         ^ 

für  den  h'm+i  =  hm  und  »-„j  +  i  —  .r„j  =  A  zu  setzen  ist 
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d)    Kriterium  für  Fmax  (Abb.  177). 
Um  7max  hervorzurufen,  muß  der  Lastenzug  von  links  nach  rechts   vor- 
geschoben   werden.      Stellt    man    zunächst    probeweise    r  —  1    Lasten    in    das 

Schnittfeld,    P,.  über    den 
Querträger    m,    errechnet 

n  f. 

j5  =  ^P~,  bildet 
1  l 


2P~   •   V 


r— 1 

1 


Abb.  177. 


so  ist  vzzz^^r-    ■ —. ^ ,  folglich  d\ 


und 

■^"wi  +  1  ^^  -O  ■  ^'m  -h\ 

n  /> 

-^  V  p     *^       ^. 

1  ( 


hr, 


^W  +  1 


dM,n       h'm  + 1 

hm 


dM, 


m  +  l 


^m  +  1  ^OT  +  1 

Da  sich  beim  Vorschieben  des  Lastenzuges  um  de  c  und  a  um  dasselbe 
Differential  de  ändern,  außerdem  noch  P,.  um  die  Strecke  de  vorrückt,  also 
im  Abstand  de  rechts  vom  Querträger  m  steht,  so  wird 


«^11 


dMm  —  2P-~~~  •  de  —  /f  -dc~Pr-dc 
1  fr  1 


2P-^'  -de 

1  t 


2  P  —  Pr\=^  2  P  ■  ^  •  de  —  de-  2P 


und 


dM,,  +  ^—^P-^^^'de, 


thin    (^F=  -^^  [flp.  ^^  .  fZc  - Sp-  (k)  ^^'  -  IP.  ^^'  .  de] 

^m  + 1   L  V  1  ^  1  J       lim  1  t  J 

w 

1 f  h'm  +1  \    1      V  p    '^'m  +  i      1 

t'       \  nm  J  1  l^m 

n  ■ 

VP 

1 ( ^      ,  ^^'m  +  1  __  A  _  -v  p     ''^J^LtJ 

7  I   •*'?«  7  •^'TO  +  11  ■*«  X      .  j 

t       V  'V  /  1  '^w 


Dieser  Wert  wird  positiv,  wenn 

n 
,P 


d.  h.  wenn 


SP>  SP. 

1  1 


ÜUjll  iX/ifi  -|-  1 


/t. 


h' 


»I  1-1 


1-29     — 


Für  den  Parallelträger  wäre  zu  setzen  h'm  +  i'^hin,  so  daß 

l 


2P>  :sp _ 

1  1  •^m  •^m  + 1 


und  mit  .r 


■  Xm  + 1 


l 


^P>2P-  . 

1  1  ^-m-ht 


woraus  die"  Übereinstimmung  beider  Formeln  klar  hervorgeht. 

Entsprechend  verfahre  man  bei  Ableitung  der  Kriterien  für  7max  und  Fmin 
bei   oben  liegender  Fahrbahn  unter  Benutzung   der  für  diesen  Fall  geltenden 


Formel 


V  = 


3L 


Bezüglich  des  Gebrauchs  dieser  Formeln  bei  Bestimmung  der  ungünstigsten 
Lastenstellung  vergl.  die  auf  Seite  120  gegebene  Beschreibung  der  Anwendung 
des  allgemein  gültigen  Kriteriums 

n  r  > 

2P>  ^P— • 

1  1  ? 

Die  weitere  Berechnung  der  Größtspannkräfte  in  den  Füllungs- 
stäben stellt  sich  nunmehr  höchst  einfach,  wie  an  einigen  Beispielen  gezeigt 
werden  soll. 

oC)  Rechnerisches  Verfahren. 

1.   Es  sei  Dmax  gesucht  (Abb.  178). 

Die  Lasten  müssen  daher  rechts  vom  Schnittfeld  aufgestellt  werden.  Die 
Bestimmung  der  ungünstigsten  Lastenstellung  erfolge  mit  Hilfe  des  allgemeinen 
Kriteriums 


1         1 


p 


Abb.  17S. 


Zunächst  ist  daher  der 
Nullpunkt  E  nach  dem  auf 
Seite  121  beschriebenen 
Verfahren  zu  bestimmen, 
worauf  die  Abstände  J 
undi'  auf  der  Belastungs- 
seite abgegriffen,  bezw. 
mit  Hilfe  der  auf  Seite  123 
abgeleiteten  Formel  berechnet  werden  können.    Für  die  Grundstellung  (Pj  über 

n  '^ 

dem  Querträger  m)  möge  sich    ergeben  ^  P  ^  Pi  •  ^.    Schiebt  man  also  den 

1  ? 

Lastenzug  über  die  Grundstellung  hinaus,  so  wächst  die  Spannkraft  D.  Wir 
rücken  daher  den  Lastenzug  soweit  vor,  daß  Pj  im  Felde,  P.^  über  dem  Quer- 
träger m  steht.    Für  diese  Stellung  bilden  wir  ebenfalls 

5p    und    (P, +P^).A, 

1  «; 

wobei  event.  die  Mittelkraft  ^  P  eine  andere  ist  wie  in  der  ersten  Ungleichung 

1 

Kirchhoff,  Statik.  I.  9 
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wenn    durch  das  Vorschieben  des  Lastenzuges    noch  eine  Last    mehr    auf  den 
Balken  gelangt  ist.     Ergibt  sich  nunmehr 

1p<(p,  +  A).4, 

1  s 

so   besagt  dies,  daß    ein  weiteres  Vorrücken    des   Lastenzuges  nicht    in  Frage 
kommt,  weil  dann    die  Spannkraft  D   kleiner  werden  würde,    daß  also  Pj    im 
Felde,  P2  über  dem  Querträger  m  stehen  muß. 
Nunmehr  benutzen  wir  die  Formel 

Die  Momente  Mm  und  Mm-i  werden    zweckmäßig   von  der   linken  Seite    aus 
berechnet,  weil  dort  die  wenigsten  Kräfte  angreifen.     Man  erhält 

Mm  —  Ä'  Xm  —  Pi'b  und  Mm-i  =  Ä-  x^ - 1- 
A  wird  unter  Benutzung  der  Brückenbautabelle  mittels  der  Formel 


D 


COS   (p\    hm  hm-l  J' 


ermittelt,  so  daß 


J-Jma,jr    


Ä^ 


l 


l 


Xm.         "i  '  b 


l 


'  '^m  —  1 


cos   (f 


K 


"m  —  1 


Infolge  Belastung  des  Balkens  durch  das  Eigengewicht  wird 


Jf™ 


ff  '  Xm  [l       Xfn) 


und  M(r,,- 


(m—l)g 


_    g  -  Xm-l{l  —  Xm-l) 


so  daß 


D, 


cos  (f  L 


ff  '  ^in  \y        >^m)  ff  '  «^m  —  1  (,^         ^« 


(vergl.  Seite  66), 
-i) 


2h„ 


2hr, 


Die  Gesamtspannkraft  D  ist  sodann  =  Dmax  +  Dg- 

2.   Gesucht  sei  X>min  (Abb.  179).' 

Damit  Dmin  entsteht,  müssen  die  Lasten  links  vom  Schnittfeld  aufgestellt 
werden.  '§  und  §'  werden  wieder  wie  unter  tx  gefunden.  (Man  beachte,  daß 
der  vom  Ritterschen  Schnitt    getroffene  Gurtstab   der  unbelasteten  Gurtung 

bis     zum    Schnitt    mit    den 


Stützensenkrechten  verlän- 
gert werden  muß  und  daß 
diese  Schnittpunkte  mit  den 
Knotenpunkten  des  Schnitt- 
feldes zu  verbinden  sind, 
worauf  5  und  §'  auf  der  Be- 
lastungsseite, also  links  vom 
Nullpunkt  E,  abzugreifen 
sind.) 


Abb.  179. 


Nach  Einsetzen  der  Zahlenwerte  möge  sich  ergeben 


^P  >  Pi  •  4t  und  2P>:{Pr  -f  P2)  jr 

1  5  1  ? 


aber 


^P<(P,   +P,  +  P3)-^ 

1  s 


Es  müssen  daher  Pj  und  Pg  im  Schnittfelde  stehen,    Po  über  dem  Querträger. 
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Die    Mittelkraft  P,  +  F^    ersetzen   wir    durch   die  Seitenkräfte  (P;  +  Po)  -y  und 


Nunmehr  wird     i)min 
worin  zu  setzen  ist 


COS   lf\hm  hm-1  J' 


M,^  —  B-  Xr,,  —  (Pi  -^F,)--j--c  und  M,,,^x  —  B  ■x^,^,  —  {P^-\-  P,)  a. 

(Die  Momente  sind  von  der  rechten  Seite  aus  berechnet,  da  hier  die  wenigsten 
Kräfte     angreifen.      Man    beachte    auch,    daß    rechts    von  m    die    Seitenkraft 

(P, +P2)-|-  der  im  Felde  stehenden  Mittelkraft  P,  +  P^  wirkt.) 

_   ^«  •  &«  +  ©« 


Hierin  ist 


B 


l 


wobei    die  Werte  '^n  und  @„    aus  der  Brückenbautabelle  zu    entnehmen    sind. 
Somit  wird  -Dmin  = 


I 


l 


Xr> 


(Pt+i^2)^ 


a 


l 


•a7^_i— (Pi  +  Pa)a 


cos   (f\_  h,n  hm-l 

Dieser  Wert  wird  sich  bei  Einsetzen  von  Zahlenwerten  negativ  ergeben, 
da  der  zweite  Bruch  größer  ist  als  der  erste  {xm-i>  Xm)- 

B     —  _L_   (Mim.  _     ^(ra-l)g\ 
^         COS   (p\     hm  hra-i     ) 

~  cos   gp  [  2 -hm  2-hm-l  J 

Die  Gesamtspannkraft  D  =  Dmm  +  Dg- 

3.  Gesucht  sei  7min  (Abb.  180). 

Die  Lasten  müssen,  um  Fmin  zu  erzeugen,  rechts  vom  Schnittfeld  auf- 
gestellt werden  Wir  stellen  den  Lastenzug  zunächst  so  auf,  daß  Pj  über  dem 
Querträger  m  +  i  steht, 
P,-| 


§' 


bilden    2P    und 

1 

Es  möge  sich  ergeben 

2P<P,  .^• 

1  ? 

Alsdann  ist  die  Grund- 
stellung die  ungünstigste 
Laslenstellung. 


Abb.  iSo. 


Die  Formel  für  V  lautet  bei  unten  liegender  Fahrbahn 


Es  wird 


Y  — 


l 


hr, 


^m  +  l 


^m  ^-: 


Xfi 
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Daher    ]'„,;„  = 


^n-hn  + 


^l'm  -t- 1  '^n'^n~\-^n        ^m  + 1 


'  i^m         ^-m+X  '  '^m.  +  l 

Der  Wert  wird  sich  bei  Einsetzen  von  Zahlenwerten  negativ  ergeben, 
weil  das  negative  Glied  der  Gleichung  größer  ist  als  das  positive  (wegen 
des  größeren  Xn+i). 

Y    —  ^"»q  .  K^±^    _  M^^^^'O  _  9-Xm{l  —  Xy,,)      h'm+1    _  g •  .Vni  +  iß—X,,^  +  i) 


hr, 


Fmin  +  Vg  (untcr  Berücksichtigung  ihrer  Vorzeichen 


^^m  -r-  1 

Die  Gesamtspannkraft  Y 
einzusetzen). 

Entsprechend  wird  Fmax  durch  Belastung  des  links  vom  Schnittfeld  gelegenen 
Teils  gefunden,  wobei  die  Momente  Mm  und  Mm  +  \  zweckmäßig  von  der  rechten 
Seite  aus  zu  berechnen  sind,  weil  dort  die  wenigsten  Kräfte  wirken. 

Sinngemäß  berechne  man  auch  7min  und  Fmax  bei  oben  liegender  Fahr- 
bahn unter  Benutzung  der  für  diesen  Fall  geltenden  Formel 

Mm  —  1    Mm        h'm—X 


T'  = 


(vergl.  Seite  iif 


ß)  Zeichnerisches  Verfahren. 
1.  Berechnung  von  Dmax  (Abb.  i8i). 

Es  sei  zunächst  angenommen,  daß  die  Voraussetzung  für  Grundstellung 
zutrifft,    daß    also    bei  der    in  Abb.  i8i    dargestellten    Lastenstellung    die  Un- 

n  X 

gleichung  2  P  <  P^  -^  zutrifft. 

Die  Lösung    der  Aufgabe    lühren  wir    mittels  des  Culmannschen  Ver- 
fahrens durch. 

Wir  führen  den  Ritterschen  Schnitt,  ersetzen  die  vom  Schnitt  getroffenen 
Stäbe  durch    ihre  Spannkräfte,    so  daß    nach  wie  vor  Gleichgewicht    herrscht, 

und  untersuchen  den  Gleich- 
gewichtszustand des  am  wenig- 
sten belasteten,  also  hier  des 
links  abgetrennten  Teils.  An 
diesem  müssen  sich  0,  i>max,  U 
^  und  Ä  das  Gleichgewicht  halten. 
Wir  denken  uns  dann  zwei  von 
den  unbekannten  Stabkräften, 
z.  ß.  0  und  Anax,  zu  einer 
Mittelkraft  L  vereinigt,  von  der 
wir  wissen,  daß  sie  durch  den 
Schnittpunkt  von  0  und  Dmax 
gehen  muß.  Dann  wirken  am 
abgetrennten  Teil  nur  noch  drei 
Kräfte,  nämlich  A,  L  und  U,  die  sich  ebenfalls  das  Gleichgewicht  halten  müssen. 
Sind  aber  drei  Kräfte  miteinander  im  Gleichgewicht,  so  müssen  sie  sich  in  einem 
Punkte  schneiden.  Es  muß  also  L  sowohl  durch  den  Schnittpunkt  von  0  und  Dmax 
als  auch  durch  den  Schnittpunkt  von  rund.4  gehen,  womit  die  Richtung  von  X 


Abb.  i8ia. 
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bestimmt  ist.  Ihre  Größe  finden  wir  dann  durch  Zerlegung  von  A  nach  den  Rich- 
tungen von  Lund.  f7(Abb.  181  a).  Da  nun  L  die  Mittelkraft  von  0  undDmax  ist,  so 
finden  wir  die  letzteren  beiden  Kräfte  durch  Zerlegung"  von  L  nach  den  Richtungen 
von  0  und  Dmax-  Die  Pfeile  sind  in  dem  Krafteck  so  anzusetzen,  daß  sie 
stetigen  Umfahrungssinn  haben,  was  ja  Bedingung  für  das  Gleichgewicht  ist. 
Da  der  Pfeil  von  Ä  bekannt  ist,  sind  demgemäß  auch  die  Pfeile  von  0,  Dmax 
und  U  bestimmt.  Ä  wird  senkrecht  unter  der  Last  Pj  aus  dem  ^-Polygon 
entnommen  (vergl.  Seite  73).  Die  Kräfte  0,  Dmax  und  U  sind  dann  in  dem 
Kräftemaßstab  abzugreifen,  in  dem  das  ^-Polygon  gezeichnet  wurde.  Die 
gleichzeitig  mit  Dmax  gefundenen  Werte  0  und  U  sind  für  uns  nicht  brauchbar, 
da  sie  nur  für  einseitige  Belastung  gefunden  sind,  0  und  U  aber  ihre  Größt- 
werte bei  voller  Belastung  annehmen.  Soll  auch  Dg  zeichnerisch  gefunden 
werden,  so  muß  ein  besonderer  Cremonascher  Kräfteplan  für  Eigengewicht 
gezeichnet  werden,  aus  dem  Dy  entnommen  werden  kann. 

Die  Gesamtspannkraft  D  ist  dann  =  Dmax  +  Dg. 

Im  folgenden  Beispiel  soll  Dmax  berechnet  werden  unter  der  Annahme, 
daß  die  Grundstellung  überschritten  wird.     Es  sei 


:^P>Pi 


jV  und    -P<(P,  +  A)A, 


so  daß  Pj  im  Felde,  P2  über  dem  Querträger  stehen  muß  (Abb.  182).    Pj  sei  durch 

Abb.  1S2. 


seine    Seitenkräfte     Pj 


und  Pi 


ersetzt. 


X 

Nach 


Führung  des  Ritterschen 
Schnittes  und  Ersatz  der  vom 
Schnitt  getroffenen  Stäbe 
durch  ihre  Spannkräfte  wir- 
ken am  links  abgetrennten 
Teil,  dessen  Gleichgewichts- 
zustand untersucht  werde, 
die  gegebenen  Kräfte  A  und 

Pj  •  -j-  sowie  die  unbe- 
kannten Stabkräfte  0,  Dmax 
und  U.    Nun  kann  man  die 


Abb.  182  a. 


Lage  der  Mittelkraft  von  A  und  Pj  •   ,     mittels    eines  Seilpolygons    bestimmen 

und  dann  das  vorhin  beschriebene  Verfahren  anwenden  (Abb.  182  a).  Einfacher 
ist  jedoch  folgende  Lösung:  Wir  zerlegen  den  Gleichgewichtszustand  des  links 
abgetrennten  Teils  in  zwei  Einzelzustände,  berechnen  die  Spannkräfte  D  für  die 
Einzelzustände  und  setzen  dann  nach  dem  Prinzip  der  Summierung  der 
Einzelwirkungen  die  Gesamtspannkraft  D  =  der  Summe  der  Einzelspann- 
kräfte. Die  Auflösung  in  die  Einzelzustände  hat  natürlich  so  zu  erfolgen,  daß 
ihre  Summierung  den  wirklichen  Zustand  ergibt. 
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Zu  dem  Zweck  denken  wir  uns  das  linke  Auflager  beseitigt  und  durch 
den  Auflagerdruck  A  ersetzt  (Abb.  183),  wodurch  am  Gleichgewicht  nichts 
geändert  wird.  Denken  wir  uns  jetzt  den  rechts  vom  Schnittfeld  gelegenen 
Balkenteil  nach  erlittener  Formänderung  festgehalten,  so  wird  ebenfalls  an 
dem  Gleichgewichtszustand  des  Balkens  nichts  geändert.  Der  links  vom 
Schnitt    gelegene  Balkenteil    kann    dann    als    ein  Freiträger    aufgefaßt    werden, 

der      durch      die      äußeren 


Abb.  183. 


Zustand  1 


fi,  P, 


Abb.  i8-,a. 


Kräfte  A  (nach  oben  wirkend) 

und  Pj  •  -y  (nach  unten  wir- 

kend)  belastet  und  in  dem  fest- 
gehaltenen (durch  Schraffur 
angedeuteten)  rechten  Teil 
eingespannt  ist.  Wir  unter- 
suchen nun  den  Einfluß  der 
auf  den  Freiträger  wirkenden 

äußeren  Kräfte  A  und  P, 
getrennt  voneinander. 


/ 


Zustand  I.     Auf   den  Freiträger  wirke    nur    die  äußere  Kraft  A\ 

Pi  • -y-  ist  also  =  o  angenommen. 

Für  diesen  Zustand  benutzen  wir  das  für  den  Fall  der  Grundstellung 
beschriebene  Verfahren,  wobei  der  Auflagerdruck  A  senkrecht  unter  der  ersten 
Last  Pi  aus  dem  4- Polygon  gefunden  wird  (Abb.  183  a).  Die  nach  diesem 
Verfahren  ermittelte  Diagonalspannkraft  sei  =  Di  (Zug). 


Zustand  II.      Auf    den    Freiträger    wirke    als    äußere    Last    nur 


Pi 


A    ist    also  =  o    angenommen  (Abb.  184). 


Für  diesen  Zustand  zeichnen  wir  einen  Cremonaschen  Kräfteplan,  der 
sich  sehr  einfach  ergeben  wird.  Trennt  man  nämlich  den  Knoten  a  ab, 
so    müssen,   da  an    ihm  keine  Kraft  wirkt,  Si  und  ^2  =  0  werden.     Denn  zwei 

Kräfte,      deren     Richtungen 


FreirragRP 


Abb.  184. 


einen  Winkel  miteinander 
bilden,  können  sich  nicht  das 
Gleichgewicht  halten ;  sie 
haben  ja  eine  Mittelkraft,  und 
für  Kräfte,  die  miteinander 
im    Gleichgewicht    sind,    ist 


die  Mittelkraft  =  o.  Folglich  müssen  S,  und  S^  spannungslos  werden.  Trennt  man 
dann  den  Knoten  6  ab,  so  finden  wir  dort  die  gleichen  Verhältnisse,  da  ja  die  dort 
angreifende  Kraft  S^=o  ist.  Es  werden  also  auch  S-^  und  S^  =  o.  Dasselbe  finden 
wir  an  den  Knotenpunkten  c,  d  und  e.  Die  spannungslos  gewordenen  Stäbe  sind 
in  Abb.  184  gestrichelt  angedeutet.  Trennt  man  jetztden  Knoten  /  ab,  so  haben 
wir  den  in  Abb.  185  dargestellten  Gleichgewichtszustand.    Wir  zerlegen  daher  die 
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in  f  angreifende    Kraft  Fi  •  ^     nach    den    Richtungen  Oii  und  Du  und    setzen 

die  Pfeile  so  an,  daß  stetiger  Umfahrungssinn  vorhanden  ist  (Abb.  185  a).    Über- 
trägt   man    dann    die    in    dem    Kräftedreieck 
gefundenen    Pfeile     auf    die     entsprechenden  10. i 

Stäbe  des  abgetrennten  Knotens,    so    erkennt    l__cl.__. 
man,  daß  On  ein  Zug  und  Du  ein  Druck  ist.     \ 

Nunmehr   erhalten   wir   den  wirklichen 
Zustand  durch  Summierung  der  Einzelzustände, 


Abb.  185. 


Abb.  185  a. 


denn  dann  wirken  A  und  Pj  •—  auf  den  Frei- 

träger,   wie   es    in  Wirklichkeit  der  Fall  ist.     Nach  dem  Gesetz  von  der  Sum- 
mierung der  Einzelwirkungen  ist  sodann  Z)niax  =  +  -Di  —  J^ii« 

2.  Gesucht  sei  femer  Dmin  (Abb.  186). 

Damit  JDmin  entsteht,  müssen  die  Lasten  links  vom  Schnittfeld  aufgestellt 
werden;  §  und  |'  sind  daher  die  Abstände  des  Nullpunktes  E  vom  linken 
Auflager  bezw.  linken  Querträger. 


Es  sei 


^P>Pr 


und  :SP<{Pi-]-P,)^, 

1  ? 


so  daß  Pi  im  Felde, 
Pg  über  dem  Querträger 
stehen  muß.  P,  wird 
ersetzt  durch  die  Sei- 
tenkräfte   P,  ■  ^r     und 


Abb.  1S6. 


Pi 


a 

I  ' 


so 


daß 


am 


Abb.  186  b. 


rechts  abgetrenntenXeil 
P,  Pi-jr,  0,D  und  U. 

sich  das  Gleichgewicht  Abb.  186 a. 
halten  müssen.  Jetzt 
denken  wir  uns  den 
linken  (schraffierten) 
Teil  nach  der  Form- 
änderung des  Balkens 
festgehalten,  das  rechte 
Auflager  beseitigt  und 
durch  den  Auflager- 
druck B  ersetzt.  Dann 
kann  der  rechte  Teil 
wieder    als    Freiträger 

aufgefaßt  werden,    auf  den    als  äußere  Kräfte  B  (nach  oben)  und  P^  •  -y-  (nach 

untenj    wirken    (Abb.  186a).     Der    Einfluß    der    auf   den    Freiträger    wirkenden 
Kräfte  werde  wieder  getrennt  voneinander  untersucht. 
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Zustand  I.  Auf  den  Freiträger  wirke  als  äußere  Kraft  nur  B; 
Pi  •  -Y  sei  =o  angenommen  (Abb.   i86a). 

Führt  man  dann  den  Ritterschen  Schnitt  durch  die  fragliche  Diagonale, 
so  müssen  sich  am  rechts  abgetrennten  Teil  die  Kräfte  jB,  Oi,  Di  und  Ui  das 
Gleichgewicht  halten.  Denken  wir  uns  zwei  von  den  unbekannten  Stabkräften, 
z.  B.  Dl  und  Ui,  zu  einer  Mittelkraft  L  vereinigt,  die  durch  den  Schnittpunkt 
von  Dl  und  Ui  gehen  muß,  dann  bleiben  nur  noch  drei  Kräfte,  B,  L  und  Oi 
übrig,  die  ebenfalls  miteinander  im  Gleichgewicht  sein,  sich  also  in  einem 
Punkt  schneiden  müssen,  wodurch  die  Richtung  von  L  bestimmt  ist 

Jetzt  berechnen  wir  den  Auflagerdruck  B  mit  Hilfe  des  i?-Polygons  und 
zerlegen  ihn  nach  den  Richtungen  von  L  und  Oj,  während  J.  nach  den  Rich- 
tungen seiner  Seitenkräfte  Ui  und  Dj  zerlegt  wird.  Die  Pfeile  an  dem  Krafteck 
sind  so  anzubringen,  daß  stetiger  Umfahrungssinn  entsteht,  wie  es  für  im 
Gleichgewicht  befindliche  Kräfte  Bedingung  ist.  Überträgt  man  den  für  Dj 
gefundenen  Pfeil  auf  den  rechts  abgetrennten  Teil,  so  erkennt  man,  daß  Dj  eine 
Druckkraft  ist. 

Zustand  II.  Auf  den  Freiträger  wirke  nur  Pi  ■  ^  als  äußere 
Kraft;  B  sei  =o  angenommen  (Abb.  187). 

Für  diesen  Zustand  zeichnen  wir  einen  Cremonaschen  Kräfteplan,  der 
sich,   da  die  meisten  Spannkräfte  S'=o  werden,   sehr  einfach  gestalten   wird. 

Fesfaetiaitener  lustanäJI 

Teil  , /  _, ^^-i-_,     / 

>l>           ^iV'         ^^-^' 
i.-A-^--f--'--y-~\ f-^--i 


D  DP  1d    ^ 


;,i.-.3^ 

— n 

■a 
A. 

Sja. 

Abb. 

1S7 

i4^ 

1  '  t/jr-    /< 
Abb. 

\. 

b. 

Freilräger 
Abb.  187. 

Trennt  man  nämlich  den  Knoten  a  ab,  so  müssen,  da  am  Knoten  a  keine 
äußere  Kraft  wirkt,  die  beiden  vom  Schnitt  getroffenen  Stäbe  «S',  und  S.i  spannungs- 
los werden.    Das  gleiche  trifft  dann  der  Reihe  nach  bei  den  Knoten  ft  bis  /  zu. 

Erst  am  Knoten  /,■  werden  dann  vom  Schnitt  drei  Kräfte,  nämlich  -Pi  ■  1  ,  Djj 
und  Tjj  abgetrennt  (Abb.  187  a),  die  sich  das  Gleichgewicht  halten  müssen.    Es 

braucht  dann  also  nur  -Pi  •  ^  nach  den  Richtungen  Tjj  und  D^^  zerlegt  zu 
werden  (Abb.  187  b). 

überträgt  man  die  in  dem  Kräftedreieck  angedeuteten  Pfeile,  deren  Um- 
fahrungssinn ein  stetiger  sein  muß,  auf  die  Stäbe  des  abgetrennten  Knotens, 
so  erkennt  man,  daß  Z)jj  eine  Zugkraft  wird. 

Nunmehr  nehmen   wir  an,  Zustand  1  und  Zustand  II  wirken  gleichzeitig, 

wodurch    man    den    wirklichen  Zustand    erhält,    weil    dann  B   und  Pj  •  -y    auf 

den  Freiträger  wirken,  wie  es  in  Wirklichkeit  der  Fall  ist.  Alsdann  ist  nach 
dem  Gesetz  von  der  Summierung  der  Einzel  Wirkungen  J9min  =  —  Dj  +  Dji- 
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Dg  kann   mit  Hilfe   eines   Cremonaschen   Kräfteplans    gefunden    werden. 
Die  Gesamtspannkraft  D  ist  sodann  =  D^  +  Dmin  = -Dj? — Di  +  Dn- 

Sinngemäß  verfährt  man  bei  der  Berechnung  der  Spannkraft  in  einer 
Vertikalen.  Gesucht  sei  z.  B.  Fmax  ''.Abb.  188),  für  welches  die  Verkehrs- 
lasten links  vom  Schuittfeld 
aufgestellt  werden  müssen. 
Mit  Hilfe  des  Kriteriums  der 
ungünstigsten  Lastenstellung 
möge  festgestellt  sein,  daß 
Pi  im  Schnittfeld,  P<^  über 
dem  Querträger  stehen  muß, 
so   daß   nach  Ersatz    von  Pj 

durch   die  Seitenkräfte  P,  --r-  und  Pi  • -3-    sich    am    rechts    abgetrennten    Teil, 

dessen    Gleichgewichtszustand    wir    zweckmäßig    untersuchen,    die    Kräfte    B, 

a 
P-1--J-,   O,  F  und  U  das  Gleichgewicht  halten  müssen.    Wir  benutzen  zur  Berech- 
nung von  Fmax  wieder  das  Prinzip  von  der  Summierung  der  Einzelwirkungen, 
lösen  also  den  wirklichen  Zustand  in  zwei  Einzelzustände  auf. 

Zustand  I.     Auf  den  Freiträger   wirke    als    äußere   Last   nur  B\ 


1  •  T-  sei 


o  angenommen  (Abb.  189). 


Dann  müssen  die  Kräfte  B,  Oj,  Fj  und  JJy  miteinander  im  Gleichgewicht 
sein.  Ersetzen  wir  0^  und  F^  durch  ihre  Mittelkraft  L,  die  durch  den  Schnitt- 
punkt von  Ol  und  F,  gehen 

^    ^  '  '   ^  Abb.  189. 

muß,    so   müssen  sich  ii,  üi  ,  zustandi 

und  B  in  einem  Punkt 
schneiden,  wodurch  die  Rich- 
tung von  L  bestimmt  ist. 
Dann  wird  das  aus  dem  B- 
Polygon  senkrecht  unter  P, 
ermittelte  B  nach  L  und  Z7i 
zerlegt  und  L  nach  Oj  und 
Fj,  wobei  sich  Fj  als  Zug 
ergibt,  wie  durch  Übertra- 
gung des  durch  die  Bedin- 
gung des  stetigen  Umfah- 
rungssinns  für  Fj  gefundenen 
Pfeils  erkannt  wird. 


Abb.  189a. 


Zustand  II.  Auf  den  Freiträger  wirke  nur  J*i  •  ,  als  äußere 
Kraft;  B  sei  =0  angenommen  (Abb.  190). 

Der  für  diesen  Zustand  gezeichnete  Cremonaplan  nimmt  dann  die  in 
Abb.  190a  dargestellte  einfache  Gestalt  an,  wie  leicht  nachgeprüft  werden 
kann.      (Man    beachte,    daß    die    gestrichelt    gezeichneten    Stäbe    spannungslos 
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werden,   zerlege   dann   am  Knoten  g  die   dort  wirkende  Kraft  Pj  --y    nach  D^ 
und  C/jj  und  am  Knoten  li  die  nunmehr  gegebene  Kraft  D^  nach  0^  und  Fjj, 

^^^i  --VH^T <-A-~'     ZusZ-anc/l 


Abb.  190. 


Abb.  190  a. 


wobei  sich  Fjj  als  Druckkraft  ergibt.)  Addiert  man  jetzt  die  Zustände  I  und  II, 
so  erhält  man  den  wirkliehen  Zustand,  und  nach  dem  Gesetz  von  der  Sum- 
mierung der  Einzelwirkungen  wird 

Vy  wird  wieder  mittels  besonderen  Cremonaplans  ermittelt. 

D.  Einfluß  gleichmäßig  verteilter  Verkelirsbelastang  p  je  Längeneinheit. 

Gesucht  sei  Dm&x  (Abb.  191).  Genau  genommen  müßte  die  Verkehrslast 
bis  an  den  Nullpunkt  der  Einflußlinie  geschoben  werden.  Man  erhält  aber 
nahezu-  dasselbe  Ergebnis,  wenn  man  Grundstellung  annimmt    und   am   Kopf 


der  Verkehrslast  eine  Einzellast 


p  •  X 


anbringt  (vergl.  Seite  103  u.  104).    Sodann 


berechnen  wir  Dmax  mit  Hilfe  der  Formel 
n       — 

-'-''max  — 

ffr. 


Dm       —  ^  f^"'  ^ln-l\ 

""^"^  cos  (f„,     \    h,n  hm  - 1   J 


Abb.  191. 


Hierin  ist 

-"-^m  —  -A  ■  -^711 

und 

Mm-l  =  Ä'Xm-l. 

Durch    eine 

Momenten- 

^   gleichung  für  das 

rechte 

Auf- 

lager  findet  man 

p{l  —  iP„0 
4  — 

t         X,n 

2 

+    ^ 

'        2 

/       l- 

l 

p 

2l 


{l  —  x,n)  [l  —  ^r„,  -\-  /] 


p 


daher 


~l  {l  —  Xm)il  —  d-m-i)' 


2  l  ■  cos  (fm  \  hm         h„ 

Zeichnerisch  wird  Dmax  mit  Hilfe  des  Culmannschen  Verfahrens  ge- 
funden. Nach  Führung  des  Ritterschen  Schnittes  und  Ersatz  der  vom  Schnitt 
getroffenen  Stäbe  durch  ihre  Spannkräfte  müssen  sich    am   links   abgetrennten 
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Teil  A,  0,  Dmax  und  U  das  Gleichgewicht  halten.  0  und  jDmax  denken  wir  uns 
durch  ihre  Mittelkraft  L  ersetzt,  die  durch  den  Schnittpunkt  von  0  und  Dmax 
gehen  und  sich  mit  A  und  U  in  einem  Punkte  schneiden  muß,  wodurch  die  Rich- 
tung von  L  bestimmt  ist.  Dann  entnehmen  wir  A  infolge  j?/lfd.  m  senkrecht 
unter  dem  Kopf  der  Belastung  der -4- Parabel  (Abb.  igia,  vergl.  auch  Seite  8o, 


Abb.  105).    A  infolge 


p-X 


ist 


2 


die  Strecke 


P'X 


Trägt  man  unter  dem  Auflager  A 


auf  (in  dem  Maßstäbe,   in   dem   die  4-Parabel  gezeichnet  ist) 


und  zeichnet  das  rechtwinklige  Dreieck  mit  den  Katheten 


p-X 


die  Proportion 


V 


l 


P'X 

2 


,  folglich  11 


1       r~ 


=  A   infolge 


und  l,  so  gilt 
p  •  X 


Das  gesamte  A  ist  sodann  =A  infolge  p-\-A  infolge 


p-X 


Nunmehr  wird  A 


nach  L  und  TJ  und  L  nach  0  und  Dmax  zerlegt.  Die  Pfeile  des  Kraftecks 
müssen  stetigen  Umfahrungssinn  haben.  Überträgt  man  die  Pfeile  auf  die 
Stäbe  des  links  abgetrennten  Teils,  so  findet  man,  dal3  Dmax  eine  Zugkraft 
wird,  wie  es  ja  bei  der  gewählten  Lastenstellung  auch  sein  muß.  Die  gleich- 
zeitig gefundenen  Werte  0  und  TJ  sind  für  uns  nicht  brauchbar,  da  es  keine 
Größtwerte  sind;  denn  diese  treten  nur  bei  voller  Belastung  auf.  Die  Spann- 
kräfte infolge  Eigengewichts  <7/lfd.  m  werden  entweder  rechnerisch  mit  Hilfe 
der  allgemeinen,  für  die  Stabkräfte  geltenden  Formeln  oder  zeichnerisch  mit 
Hilfe  eines  Cremonaschen  Kräfteplans  ermittelt. 

Bei    Berechnung    der  Spannkräfte   in  der  Vertikalen  verfahre    man    sinn- 
gemäß.    Sie  bereitet  nach  dem  Vorangegangenen  keinerlei  Schwierigkeit. 


E.  Eiuflaß  beliebig  schräg  gerichteter  Kräfte. 

1.  Spannkräfte  in  den  Gurtstäben  (Abb.  192). 

Die  in  §  7,  3,  A,  1  (Seite  109  u.  ff.)  entwickelten  Formeln  für  die  Gurt- 
spannkräfte gelten  nicht  nur  für  senkrechte,  sondern  auch  für  beliebig  gerichtete 
äußere  Kräfte.  Im  letzteren  Falle  empfiehlt  es  sich  jedoch,  durch  den  Zeiger 
0  oder  u  anzudeuten,  zu 
welcher  Gurtung  der  Kno- 
tenpunkt, auf  den  sich  das 
Moment  bezieht,    gehört. 

Führt  man  den 
Schnitt  I — I  und  benutzt 
für  den  links  abgetrennten 
Teil  eine  Momentenglei- 
chung für  den  Punkt  m  der 
oberen  Gurtung,  so  erhält 
man  unter  der  Annahme, 
drehend  ist. 


Abb.  192. 
daß    das    Moment  Wll   der  äußeren  Kräfte  rechts- 


ih 


Ml 


U,„  =  + 


Ml 
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Da  >'hi  ^=  Äw  •  cos  ;'„),  so  kann  man  auch  setzen 

11" 


TJ,n  •  COS  7,„  =  -j- 

Sinngemäß  erhält  man  für  einen  Obergurtstab 


ih 


0„,  -f- 1  := 


't',n        1 


bezw.  0,„  + 1 .  cos  ^j,„  _  i  =  — 


Ml 


/*»<-: 


2.  Spannkräfte  in  den  Füllungsstäben 
a)  Spannkräfte  in  den  Diagonalen  (Abb.  193). 
Die  Ableitung  der  Formel 

hm. 


Dm  ■  cos  (p. 


(vergl.  §  7,  3,  A,  1,  Seite   110) 


hm  —  1 

war    mit  Hilfe    der  Gleichgewichtsbedingung  2H^=o    erfolgt,   wobei    am    ab- 
getrennten Teil    nur    senkrechte    äußere  Kräfte  wirkten.     Die  Formel   ist    hier 
also  nicht  anwendbar,  da  die  dort  gemachte  Voraussetzung  nicht  mehr  zutrifft. 
Wir    führen    den    Schnitt  1 — I,    untersuchen    den    Gleichgewichtszustand 

des  links  abgetrennten 
Teils  und  benutzen  eine 
Momentengleichung  in 
bezug  auf  den  Punkt 
(m  —  1)«,  den  Schnitt- 
punkt der  Senkrechten 
durch  (;«  — 1)0  mit  Um  —  i- 
Die  vom  Schnitt  I — I  ge- 
troffenen Stäbe  Om  und 
D„i  zerlegen  wir  je  in 
und  Dm  ■  cos  g)m  und  in  eine  senk- 
Das   Moment    der    äußeren   am 


Abb.  193. 


eine    wagerechte    Seitenkraft  Um  •  cos  ß 

rechte  Seitenkraft  Om  •  sin  ßm  und  Dm  •  sin  q) 

links  abgetrennten  Teil  wirkenden  Kräfte  in  bezug  auf  den  Punkt  (m  —  i)u  sei 

=  l/"„_i)  und  sei  rechtsdrehend.     Alsdann   lautet  die  Momentengleichung  für 

den  Punkt  (m  —  i)^ 

Om  •  cos  ß,,^  ■  Jl„,  _  1  +  D„,  •  cos  f/,„  .  Jl„^  _i-\-Mm-i  —  0. 


Mit 
wird  alsdann 


n,,, '  cos  (f,„  = 


3IZ     m::..i 


h,n  hm—\ 

Bei  senkrechten  äußeren  Kräften  war  das  Ergebnis 

?'ußmoment         Kopfmoment  Mm 


Br 


<f^ 


h,n—l 


Um  i^m.  —  1  "'■m 

Da  für  senkrechte  Lasten  3/°  _i  =  3/"  _i,  so  gilt  die  Formel 

T\         ^^,  ■'^^'"  -S^OT  — 1 

Bm  •  COb  y„,  =  — 

II  ni  Um  —  1 

ganz  allgemein  für  beliebig  gerichtete  Kräfte. 
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b)  Spannkräfte  in  den  Vertikalen  (Abb  194). 
Wir  führen  den  Schnitt  I— I  und  setzen  am  links  abgetrennten  Teil 
die  Gleichgewichtsbedin- 
gung ^y=o  an.  Be- 
zeichnet man  die  Summe 
der  senkrechten  Seiten- 
kräfte der  links  vom 
Schnitt  I— I  wirkenden 
äußeren  Kräfte  mit  Q 
(Querkraft),  so  folgt  die 
Gleichung 

T  m  +  0,n  ■  sin  ß„, 
sin  ß 


Um  +  i'  sin  y,„  +  1  +  ^;>'  —  O- 
sin  y. 


^m  —  —  Om-  COS  ß„,  ■  ^^  +     U„,  +  1  •  COS  y„  +  1 

COS  Pm  cos  y^n  +  1 


Q- 


Mit       0,n  '  cos  ßf^  =  — 


3C 


D.,,.cosy,„,,  =  +-^^-,    -^^^^tgß. 


und 
erhält  man 


sm 


ym  +  1    


cos  ^^.  +  1 


tg  ym  + 1 


F.„  =  4^  .  tg  ß,„  +  ^  .  tg  y,„^i  -  C>. 


/*.„ 


/«», 


4.  Einige  Fachwerkbalken  besonderer  Art. 

1.  Der  Parabelträger. 

Darunter  ist  ein  Träger  zu  verstehen,  bei  dem  die  Knotenpunkte  der 
einen  Gurtung  auf  einer  Geraden  oder  auf  irgend  einer  Kurve  zweiter  Ordnung, 
die  Knotenpunkte  der  anderen  Gurtung  auf  einer  Parabel    liegen  (Abb.  195). 

Die  Gleichung  der  Parabel  lautet 

h„,  =  ^-x„^-  x'„,     (vergl.  Seite  66). 
Ein  derartiger  Parabelträger  weist  folgende  Eigentümlichkeiten  auf: 


a)  Bei  gleichmäßig  verteilter  voller  Belastung  wachsen  die  Spannkräfte  in  den 
Stäben  der  gekrümmten  Gurtnngen  von  der  Mitte  nach  den  Auflagern  zu  an. 

(Im     Gegensatz     zu 


einem  Balken  mit  beliebig 
geformter  Gurtung,  wo  die 
Gurtspannkräfte  nach  der 
Mitte  zu  größer  werden.) 
Beweis: 

0,n  •  COS  ß^  = j—  ■ 


Parade/ 


INI iiiiTri[riiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiniiMiiiiii: 


/ 


Abb.  195. 

,  ferner  h^z^-^-  x^ 
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Folglich  ^  =3     9-JC,n-X'rn_  ^  |^.  ^  Const., 

hm  ll     ^        V  ' 

so  daß  ■         Oto  •  cos  /;?„;  :^  —  —-;  =:z  Const. 

Die  wagerechten  Seitenkräfte  aller  Obergurtspannkräfte  sind  daher  gleich 
groß.  Allgemein  ist  daher  0  = -j-.  Da  nun  der  Winkel  ß  nach  den  Auf- 
lagern zu  größer,  mithin  cos  ß  kleiner  wird,  so  wird  0  nach  den  Auflagern 
zu  größer.    Ebenso  ist 

U  ■  cos  y  =z  +  ^-  =  ^--  =  Const., 
'  h         8/ 

daher  U= ' .     Für  die  Untergurtspannkräfte  gilt  daher  dasselbe  wie  für 

die  Obergurtspannkräfte.     Bei  wagerechtem  Untergurt  ist 

TT        ^     ^        9^'        r       . 

In  der  wagerechten  Gurtung  sind  daher  sämtliche  Spannkräfte 
gleich  groß. 

b)    Bei  gleichmäßig  verteilter  voller  Belastung  sind  die  Diagonalen  spannungslos. 

Beweis :  Vm  •  cos  (p^  =  ^~ t. 

hm  hm  —  1 

nr            9  '  '^"i  '  "^  m  .       -\/i                    9  '  ^»»  —  1  *  "^  m  —  \ 
Mm=^ 2 '      -^»"-1  —  ^ 

rlm j2     '  ^m  *  «^  »» >       '^m  —  1  j2     '  "*  —  1  *  '^  wi  —  1 


M„, 

g-3Cm-X'm                  QI'^ 

Mm-X 

g-Xm-X  -X'm-l 

_9l' 

hm 

hm-1 

2  ■     ^2       "^m  —  1     «^  m  —  1 

8f 

D,„  •  cos  (fm  =      j 

Um 

Mm-l 

hm-1 

— 

gl'     gl' ^^ 
«/•      8/--  • 

Da  cos  ^TO  nicht  =o  werden  kann  ((p  ist  ja  immer  ein  spitzer  Winkel),  muß 
Dm^o  werden. 

Die  unter  i  und  2  erwähnten  Eigentümlichkeiten  treffen  z.  B.  bei  Belastung 
des  Balkens  mit  Eigengewicht  zu,  das  man  genau  genug  als  gleichmäßig  ver- 
teilte Belastung  auffassen  darf.  Die  Spannkräfte  infolge  der  Verkehrslast  sind 
dann  wie  bei  jedem  anderen  Balken  mit  gebrochener  Gurtung  zu  berechnen, 
d.  h.  wie  unter  §7,  3,  C,  1  und  2  auf  Seite  118  u.  ff.  beschrieben  wurde. 

2.    Der  Pauliträger  (Abb.  196). 
Darunter  ist  ein  Balken  zu  verstehen,  dessen  Obergurtstäbe  derart  geneigt 
sind,    daß    sie    bei  voller  Belastung    infolge    Eigengewichts    und   Verkehrslast 
sämtlich  die  gleiche  Spannkraft  erhalten.    Es  muß  also  sein  Oj  =  02=  O3  =  . . 
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Da 


0, 


M, 


0,= 


M, 


0.= 


M, 


usw.. 


so  besteht  die  Proportion 

'■i    ~   r.>    ~    >3     ~  •  '  • 

Man  wählt  nun  den  mit- 

tel-sten  Hebelarm,  in  diesem 

Fall  also  r^  =  -^  - 1   (ein  für 


Abb.  196. 


Fach  wer  kbalken  übliches  Maö)  und  findet  aus  der  Proportion 


M, 


Aus 


M, 


1/0 


r. 


den  Hebelarm  >o 


berechnet  man  sodann 


ro^^ 


}\ 


Hierin  ist       J/i  =  iü/f  +  M^:  M^  =  Ml  +  M^;  M,  =  31-!  +  Mi". 

Die  Momente  M^  sind  nach   einem  der  unter  §  6,  2,  c  beschriebenen  Verfahren 

g  ■  X  •  x' 
zu  berechnen.  Mn  =  — 

"  2 

Die  Konstruktion  des  Pauliträgers  kann  demgemäß  folgendermaßen  durch- 
geführt werden  (Abb.  197):  Man  wähle  die  Form  des  Untergurts  und  die  Feld- 
weiten, also  die  Knoten- 
punkte 1,  2,  3  ....  be- 
liebig, ziehe  ferner  die 
Senkrechten  durch  1,  2, 
3  . . .  .  und  beschreibe  um 
1,  2,  3  ....  mit  den  er- 
rechneten Radien  r^,  rg, 
>3  ....  Kreisbogen.  Vom  Punkte  o  aus  ziehe  man  sodann  die  Tangente  an  den 
Kreisbogen  mit  dem  Radius  t\  bis  zum  Schnitt  mit  der  Senkrechten  durch  1 
im  Punkte  1'.  Von  1'  aus  wird  dann  die  Tangente  an  den  Kreisbogen  mit  dem 
Radius  rg  gezogen  bis  zum  Schnitt  mit  der  Senkrechten  durch  2  in  2',  von  2' 
aus  die  Tangente  an  den  Kreisbogen  mit  dem  Radius  r^  bis  zum  Schnitt  mit 
der  Senkrechten  durch  3  im  Punkte  3'  usw.  bis  zur  Mitte.  Die  andere  Hälfte 
wird  dann  symmetrisch  geformt.     Dann  ist  offenbar 

^        M,  ^       M,  ^       1/3  ^ 
n  ra  /-g 


M/he    Abb.  197. 


0,  =  O2  =  O3  = 


3.    Der  Schwedlerträger. 

Schwedler  schlug  zum  ersten  Male  vor,  den  Diagonalen  eine  derartige 
Neigung  zu  geben,  daß  sie,  gleichgültig  von  welcher  Seite  aus  der  Lastenzug 
auch  vorfährt,  nur  auf  Zug  beansprucht  werden  können.  Der  Vorzug  dieser 
Anordnung  liegt  darin,  daß  die  Diagonalen  dann  nur  auf  Zug,  nicht  mehr  auf 
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Knicken    berechnet    zu    werden    brauchen,   was,   vor   allen  Dingen    bei    langen 
Diagonalen,  häufig  eine  erhebliche  Materialersparnis  bedeutet. 

Es  muß  also  für  diejenige  Lastenstellung,  die  bei  einem  gewöhnlichen 
Fachwerkbalken  Druck  in  der  Diagonalen  D„i  hervorbringen  würde,  d.  h. 
für  einen  von  links  nach  rechts  fahrenden  Lastenzug  gelten 


Dr 


h,a  —  l 


-^o  (Abb.  198). 


fjP^fr 


Abb.  198 


(Für  einen  von  rechts  nach  links  fahrenden  Lastenzug  würde  ja  an  und  für 
sich  schon  D-cos(f>o  werden,  da  Lasten  rechts  vom  Schnittfeld  Zug  in  der 
Diagonalen  hervorbringen.)     Es  besteht  daher  die  Proportion 

Mm-l.  __  Jhn-l 
lUjn  II  ni 

Diese  Proportion  ist  für  jede  Diagonale  unter  Zugrundelegung  der  ent- 
sprechenden Drucklastenstellung  aufzustellen.  Verfügt  man  dann  über  eine 
Höhe  h,  so  können  alle  übrigen  mit  Hilfe  der  aufgestellten  Proportionen  be- 
rechnet werden.  Man  erhält  so  die  in  Abb.  198  dargestellte  Obergurtform,  die 
man   wegen  ihres   unschönen  Aussehens   nicht  beibehalten  kann.     Man  ordnet 


-'^z- 


-xv- 


l 


Abb.  199. 

■daher  von  dem  Punkte  an,  wo  der  Obergurt  nach  unten  absteigt,  einen  Parallel- 
träger an  (Abb.  199),   dessen  Höhe  etwa  =  -^  Z  gewählt  wird.      Da  innerhalb 

des  Parallel trägers    die  Höhen  U  nicht  mehr  derart    berechnet  sind,   daß   die 
Diagonalen    nur    auf  Zug  beansprucht   werden,  müssen  entweder    knicksichere 
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oder  bei  Verwendung  von  zugfesten  Diagonalen  (z.  B.  Flacheisen)  Gegen- 
diagonalen verwendet  werden.  Im  letzteren  Falle  wird  die  eine  Diagonale, 
sobald  sie  auf  Druck  beansprucht  wird,  spannungslos,  während  die  andere 
eine  Zugspannung  erhält.  (Man  erkennt  die  Wirkungsweise  am  besten,  wenn 
man  sich  die  Diagonalen  durch  Fäden  ersetzt  denkt.  Erhält  der  eine  Faden 
Druck,  so  wird  er  spannungslos,  während  gleichzeitig  der  andere  Faden 
gespannt  wird.)    Die  Stelle,  wo  der  Obergurt  nach  unten  absteigt,  liegt  dort, 

wo  hm>  h„i+i  (Abb.  198),  d.  h.  wo  ,    "*     >  1  wird.     Da  nun    j— ^-=— — r-^    , 

«m  +  l  n,n-hl  Mm  +  1 

SO    erkennt   man,   daß   der  Parallelträger  an   dem   Punkte  beginnen  muß,  wo 

Mm       ^  .    . 

->  j  wird. 

Mm+l 

Nachfolgend  sei  der  Gang  der  Berechnung  der  Höhen  h  an  einigen  Bei- 
spielen gezeigt.     Es  liege 

a)    eine  Eisenbahnbrücke  vor  (Abb.  199). 
Zunächst  kommt   es   darauf  an,   die   Stelle    zu  finden,  wo   der  Obergurt 

Mm 

nach  unten  absteigt.  Wie  vorhin  gezeigt,  tritt  das  dort  ein,  wo  -jt^  -  >i. 
Wir  bilden  daher  für  eine  Reihe  von  Lastenstellungen  die  Verhältnisse  zweier  auf- 
einander folgender  Momente,  bis  sich  ein  Wert  -jtf-"*—  ergibt,  der  größer 
als   1  wird. 

Wir  beginnen  mit  der  Lastenstellung  I.  Zur  Sicherheit  empfiehlt  es 
sich  bei  großen  Feldweiten,  zwei  Lasten  in  das  Feld  zu  stellen.  Bei  kleineren 
Feldweiten  kann  man  sich  mit  der  Grundstellung  begnügen,  wobei  man  die 
erste  Last  um  etwa  2  bis  3  t  schwerer  annimmt. 

Dann  wird 

2 
Bp  ist  der  Auflagerdruck  B  infolge  der  Verkehrslasten  in  der  Stellung  1 

_JVj'«  +  @«     g-xiXi       .  g-x^x<i'    .■,-,.,,        ^   HT  •  r  1 

—  _ ^    ± und  - — - — —  smd  die  Momente  Mg  infolge  Eigen- 

gewichts. 

Jetzt  bilden  wir 

B\-x,\~  P, .  a,  -  P,  ■  a,  +  ll^ifL- 


M,  — 


Zur  Abkürzung   sei    dieser  Zahlenwert  =«  gesetzt   und    es  sei   angenommen, 
daß  er  sich  kleiner  als  1  ergeben  hat. 

Darauf  berechnen  wir  für  die  Lastenstellung  II 

M,  =  b3  -x.'-P,-  a,  ~  P, .  a,  +  ?^^^^ 

Kirchhoff,   Statik.  I.  lo 


M3  =  5?.aV-l- 
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■tip-Xz  -\ ^ 

Es  werde  angenommen,  daß  sich  auch  ß  <  i  ergeben  hat. 
Nunmehr  ermitteln  wir  für  die  Lastenstellung  III 

31,  =.  b3'-  X,'  -  P,  ■  a,  -  P,-  a,-\-^^-^^ 


^  B'^'.^z'-P,-a,-P,.a,-\-^^^ 


M,  5?^^,'  +  ^^^^i^ 


M, 


Mi 


= ;'  möge  sich  nun  >  i  ergeben  haben. 
Da  -^i-r-  =  "T^,  so  ist  auch  -j—  >  ^  also  n^  >  /i4. 


Im  oberen  Punkte  3    würde    also    der  Abstieg    des    Obergurts    beginnen. 
Hier    muß     daher     der    Parallelträger     eingeschoben    werden,     dessen    Höhe 

h'^=-x-l  gewählt  wird. 

Da  nun  j^  =z  -—-=1  ß^  so  wird  /ig  = /»s  •  p  = -^  •  p. 

^ii  Ml  .77  ^      ^ 

Da  ferner  -^—  :=  -^r^  =  a,  so   ist  fii  :=  h^  •  a=^  _-  •  p  •  a. 

Die  andere  Hälfte  des  Schwedlerträgers  wird  dann  symmetrisch  geformt. 

Bezüglich  der  Berechnung   der  Größtwerte  der  Stabspannkräfte  gilt  dann 
das  unter  §  7,  3,  C  Gesagte. 

b)  Es  liege  eine  Straßenbrücke  vor  (Abb.  300). 

Die  Veikehrslast  betrage  ^/Ifd.  m,  das  Eigengewicht  ö'/lfd.  m. 

Auch  hier  bilden  wir  für  eine  Reihe  von  Lastenstellungen  (wobei  wieder 

nur    die    Drucklastenstellungen    in    Frage    kommen)    die    Verhältnisse    , ,    — 

Mm  +  1 

und  ordnen  von  dem  Punkt  an,  wo   ,,—--  >  1  wird,  einen  Parallelträger  an.     Als 

ungünstigste  Lastenstellung   benutzen  wir    die  Grundstellung,    wobei    an    dem 

Kopf  der  Verkehrslast  noch  eine  Einzellast  von  der  Größe wirkt     (vergl. 

auch  Seite  138). 
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Lastenstellung  I: 


g-x^Xi 


M,=Bi-x,'^^   :"^^  ;     M,  =  B^-x,'-\- 


g  •  X2  iCa 


ül  ^      ■   ^        2  JJ  /2        Xi 

B„  = , +  —  •  T 


iüf, 


l 

'         2 
1     ^-ari-l-i' 

rip  '  Xi 

'            2 

7?^  .  ^  '  - 

^r-o-a^a' 

JL>p       Ji2 

r 

«;     a  sei  <  i, 


Lastenstellung  II 

M,^Bf-x,'  + 


Abb.  200. 


II    ..  <   .    ^  •  ^2  a^a' .      7,^  _  -pii    „  ,    ,    g-x^x^' 


■     3I,  =  B--x,'-\- 


dII  _  P  '  ^a'  _L  P^3      x^ 


^11      ,  ,    g-x^x^ 

M2_     "       '  ^        2 

M^~   ^u        ,    ,    g-X3  Xs' 


<-3'+^ 


ß;     ß  se\  <  I. 


Lastenstellung  III: 


M,  ^  Bl"  .  X3'  +  ^^^^ ;     M,  =  B^  ■  x,'  +  '^^^ 


T?III  2^- '^'3^      I      Ph       ^3 

^^  =  "IT"  +  2  •  r 


<-^3'  + 


g  •  x^  x^ 


Tjiii    ^  ,   ,    g  •  a;^  ^4 
^p  •  ^4  H 1 — 


-  1=  ^•,     y  ergebe  sich  nun  > 
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Es  ist  also  irF"  =  T^'^  ^'   folglich  A3  >  A4,  so  daß  vom  oberen  Punkte  3 

an  der  Obergurt  nach  unten  absteigen  würde.  Von  3  an  wird  daher  der 
Parallelträger  eingeschoben  und  die  Höhe  h^  des  Parallelträgers,  etwa 
1 


l  gewählt. 
Da  nun 


M, 


=  ß,    so   wird  h2=^ß  '  Ji3^=^ß  •  -^ 

=  a-  ß 


Da  ferner   -y^  =z  -^  r=  «,    so  wird  h.  =1  h-i 


l 


K 

M         -^'-^2 

Die  rechte  Hälfte  des  Schwedlerträgers  wird  dann  symmetrisch  ausgebildet 
Bezüglich  der  Berechnung  der  Größtwerte  der  Stabspannkräfte  gilt  dann 
das  unter  §  7,  3,  D  Gesagte. 


4.  Der  Fachwerkbalken  mit  Zwischenteilung  (Abb.  201).*) 

Die  Zwischenteilung,  die  bei  großen  Feldweiten  empfehlenswert  ist,  soll 
in  erster  Linie  die  Knicklänge  der  Obergurt-  und  Diagonalstäbe  verringern 
und  außerdem  die  Spannweite  der  zwischen  den  Querträgern  gelagerten  Längs- 
träger verkleinern,  wodurch  sich  häufig  eine  nicht  unerhebliche  Gewichts- 
ersparnis erzielen  läßt. 

Der   Balken    setzt    sich    zusammen    aus    dem   durch    kräftige   Linien    an- 


Abb.  201  a. 


0^=- 


x>,„  = 


M.„, 


gedeuteten  Hauptsystem  und  dem  durch  die 
schwächeren  Linien  dargestellten  Zwischen- 
system. Die  Berechnung  der  Stabspannkräfte 
des  Hauptsystems  erfolgt  nach  dem  allgemeinen, 
im  §  7,  3,  A  bis  D  angegebenen  Verfahren.  So 
ist  z  ß.  für  die  in  Abb.  201  dargestellte  Belastung 

2 


■A-  •  Xm  —  -i  1  •  K, 


P, 


h,n  ' 

cos/!?„,  ' 

I 

[M^n 

cos  (p^ 

\  K 

I 

Ur 


+ 


cos  Cfrn 


c 


A.  '  CCr, 


hm  ■  COS  ß„ 


-t  1  •  ^m         -L2 


A.  '  Xfi 


hm—l 


usw. 


*)  Entwurf  von  Müller-Breslau  für  eine  Wolgabrücke  bei  Kasan.     Vergl.  auch  Müller- 
Breslau,  Graphische  Statik,  5.  Aufl.,  Bd.  I,  Seite'362  u.  f. 
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Dazu  treten  dann  noch  die  Spannkräfte  O'm  und  !>'„,  in  den  Stäben  des 
Zwischensystems  (Abb.  201  a),  das  für  sich  als  ein  Balken  auf  zwei  Stützen  von 
der  Spannweite  2  aufgefaßt  werden  kann,  wobei  die  oberen  Knotenpunkte  m — 1 
und  m  die  Stützen  bilden.  Der  Zwischenstab  Vo  wird  spannungslos,  er  dient 
nur  dazu,  die  Knicklänge  des  Obergurtstabes  Om  zu  halbieren;  7«  nimmt  P^  auf 

Zur  Berechnung  von  0',„  schneiden  wir  in  Abb  201  a  den  Knoten  m  —  1 
heraus  und  benutzen  für  den  links  abgetrennten  Teil  eine  Momentengleichung 
in  bezug  auf  den  Punkt  m'. 


D'       v'     J_  _-=     —^  n-        f)' 

•   2         2  4  ^  w  4  '^  TO  •  COS  /y„j 

An  demselben  abgetrennten  Knoten  setzen  wir  alsdann  2H=o. 

0\n  ■  COS  /?„,  +  D\n  •  COS  (p„,  —  O. 
IJ  m  ■  cos  (p,n  —   —  O'm-  COS  ß,„  =  +     y^^^ , 

so  daß  2)'^^4.__^-^'» 


4  h'rn  •  COS  (f,,, 

Zur  Berechnung  von  D'^^  schneiden  wir  den  Knoten  w-  in  Abb.  201  a  heraus 
und  setzen  am  abgetrennten  Knoten  2H=o. 

(9'„,  •  cos  ßm-\-  D'^-  cos  (f'jn  —  o 

P     •  Xm 

/;;;  •  cos  cp',,,  —  —  0'„,  •  cos  ß„^  =z-\-  ^^ 


4  h', 


daher  D';,  =  +         ^'  '  '^ 


4  A'„,  •  cos  (p'^ 

Die  Gesamtspannkraft  0«  ist  dann 

; 
A  .  y.    _  p  , ;    p  .  "• 


Ferner 


hm  •  cos  ß^^  4h'm-  cos  ßr, 

Am  \ 


/    J.  •  Xm        F^  •  l,n        F^  ■     _  .  1  p    . ; 

T)      ^  l ■^  -«^••Xot  — 1    I     I  -^2     ^m 

'"  ~    cos  y^   \  h,n  Jlm-l     /  4  h'',n  ■  COS  y„ 

Die  Untergurtspannkräfte  bleiben  von  dem  Zwischensystem  unbeeinflußt, 
sind  also  gleich  den  für  das  Hauptsystem  ermittelten. 

Hiernach  ist  es  leicht,  auch  die  Einflußlinien  für  die  Stabspannkräfte 
zu  berechnen. 

a)  Die  Om- Linie  (Abb.  202a). 

Zunächst  zeichnen  wir  die  0,«- Linie  für  das  Hauptsystem,  also  das 
Dreieck  a  h  c,  dessen  Spitze  unter  in  liegt.     Die  Einflußlinie  ist  festgelegt  durch 

die  Ordinate ~  unter  dem  linken  Auflager.     Dazu  kommt  dann  noch  die 

Einflußlinie    für    die  dem  Zwischensystem   angehörende  Stabkraft  O'm-     Sie  ist 
ebenfalls  ein  Dreieck  (cde)  mit  der  Spitze  unter  m'  (Abb.  202  b).     Die  Ordinate 

unter  m'  ist  =  —  — ^ — .     Denn,  wie  oben  gezeigt,  bringt  die  Last  Pg  in  m'  die 
4  *'  «i 
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^ '     '  hervor.     Infolge  i  t  wird   daher   0'„,  ===—    ^  ^'' 


Kraft  ü',n  -- 

4 '  m  "  •■■  4  r' 

dem   linken   Auflagerpunkt    des    Zwischensystems    trage    man    daher 

Abb.  202. 


Unter 

1  Am 

zr'm 


so  daß 


Abb.  202  b. 


auf,  wodurch  das  Dreieck  bestimmt  ist. 
Addiert  man  diese  Einflußlinie  zu  der  Om- 
Linie  des  Hauptsystems,  so  erkennt  man,  daß 
Punkt  e  auf  der  Verlängerung  der  Geraden 
h — c  liegen  muß.  Denn  wenn  dies  der  Fall 
ist,  muß  die  Proportion  bestehen 


d 

-/■ 

•^7)1 

rm 

d 

-f 

•^m 

rm 

=z  — ^  und   mit  i\ 


O  y' 


2r\ 


d-f 


2i« 
2  f'„ 


Diese  Ordinate  mußte   aber  unter  dem  linken  Auflager  des   Zwischensystems 
aufgetragen  werden,  wie  vorhin  nachgewiesen  wurde. 


b)    Die  Z>,„ -Linie  (Abb.  203). 
Zunächst   zeichnen    wir    wieder    die   Einflußlinie    für    die   Diagonale    des 
Hauptsystems,  das  ist  der  Linienzug  a  —  h — c  —  d.  Diese  Einflußlinie  ist  bestimmt 


durch  die  Ordinate 


1  Xi 


unter  dem  linken  Auflager.    Dazu  kommt  dann  noch 


die  Einflußlinie  für  die  dem  Zwischensystem   angehörende  Stabkraft  D'm-     Das 
ist  ein  Dreieck  mit  der  Spitze  unter  m'  (Abb.  203  a).    Die  Ordinate  unter  m'  ist 

Denn,  wie  oben  gezeigt,  bringt  die  Last  P,  in  m'  die  Kraft 


4  h'm  ■  cos  (pin 


D'm  =  + 


1  />» 


7/      „„        -  hervor.     Infolge  1  t  wird  daher  D'm  =  -\ tt 

4  h'm  •  cos  (pm  ^  "*  '      4  /t'„  .  cos  (fm 

Unter  dem  linken  Auf  lagerpunkt  des  Zwischensystems  muß  daher  H r; — 

2  fl  7/j  •  COS  ^m 

aufgetragen  werden.    Addiert  man  diese  Einflußlinie  zu  der  D^-Linie  des  Haupt- 
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Systems,  so  erkennt  man,  daß  Punkt  l  auf  der  Verlängerung  der  Geraden  c — (/ 
liegen  muß.     Denn  wenn  dies  der  Fall  ist,  muß  die  Proportion  bestehen 


— i 


(Abb.  203). 


Anderseits   besteht    auch  die  Pro- 
portion (Abb.  203b) 

ll'm  •  COS  (pm      _  2 


a-\-Xi 


M!l-he 


Abb.  203  b. 


so  daß 


2  h'^  '  cos  (f^^ 
Setzen  wir  diesen  Wert  in  die  erste  Proportion  ein,  so  wird 

—  t=  Ti 

2  ll\n  •  cos  9)„, 

Diese  Ordinate  mußte   aber  unter  dem  linken  Auflager   des  Zwischensystems 
aufgetragen  werden,  wie  vorhin  nachgewiesen  wurde. 

In  dem  unteren  Teil  m — m'  der  Diagonalen  (Abb.  202)  stimmt  die  Spann- 
kraft Dmu  mit  der  Spannkraft  der  Diagonalen  w  — (m— 1)  des  Hauptsystems 
überein,  da  eine  in  m'  angreifende  Knotenlast  ohne  Einfluß  auf  Dmu  ist.  Die 
Einflußlinie  für  Dmti.  ist  daher  nach  Abb.  203  die  Linie  a  —  h — c  —  d. 

Die  Einflußlinie  für  J)m  ist  ein  Drei- 
eck  mit  der  Ordinate  -\ n — 1 — 

4  h'm  •  cos  ff '„, 

unterw'(Abb.  204a).  Denn  infolge  der  Last 
-12  •  /,» 


Abb.  204 


Po  ist  D'^^  =  + 


4Ä'to    cosy'„, 


,  infolge  1  t 


l/y' Linie 


Abb.  204b. 


wird  daher  D"n  =  +  -  , , 

4  }Vm  ■  cos  y'„j 

Die  Einflußlinie   für  Yu   ist    eben- 
falls ein  Dreieck  mit  der  Ordinate  +  1 
unter  w'    (Abb.  204b).      Denn    infolge    der   Last   it    unter  T'„  wird  Fy  =  +  it. 
Lasten  links  von  m — 1  bezw.  rechts  von  m  haben  keinen  Einfluß  auf  F«. 


c)    Die    r-Llnie  (Abb.  205). 

Steht    die  Last   1  t    über    der  Strecke  x,„_i  bezw.  x'm  +  \,   so    liefert    die 
Gleichgewichtsbedingung  2'7=o  für  den  abgetrennten  Knoten  m  die  Gleichung 
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F4--D  •  sin^^'O.  so  daß  F=  —  D  •  sin  qp.  Für  diese  Laststellungen  stimmt  daher 
die  T'-Linie  mit  der  mit  — i  multiplizierten  D  •  sin  y-Linie  des  Hauptsystems 
überein,  die  in  Abb.  205  a  durch  den  Linienzug  a — b—c — d  dargestellt  ist.  Die  durch 
die  Geraden  g^  und  r/j  von  der  Senkrechten  durch  das  Auflager  Ä  abgeschnittene 

Xi         .  _  ...  .  n 


Ordinate  ist  daher 
diese  Ordinate 


sm  q: 


Da  nach  Abb.  205    sin  ^' 


Oi 


-,  so  wird 


Steht  die  Last  1  t  in  vi,  so  erhält  man  mit  Hilfe  der  Bedingung  ^V—o 
die  Gleichung  V  +  D  •  sin  (f  —  1  =  o,  so  daß  V=  —  D  •  sin  7^  +  i.  An  der  Stelle  m 
ist  daher  zu  der  Ordinate  — tj^  der  D  •  sin  9-' -Linie  noch  die  Ordinate  i]=i  zu 
addieren,  deren  Endpunkt  in  die  Verlängerung  der  Geraden  f/i  fallen  muß; 
denn  dann  besteht  die  Proportion 


Abb.  206. 


Xi 

_  ai 

X, 

,  so  daß  t]  =   -  * 

Oi 

Xi 

a,: 

Abb.  206  a. 


-t    Abb.  206  b. 
sing; 
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Endlich  berücksichtige, man  noch,  daß  zwischen  den  Querträgern  m  —  i  und«// 
bezw.  m+i  und  m  die  Einflußlinie  geradlinig  verlaufen  muß. 

Die  Einflußlinien  für  die  Untergurtspannkräfte  entsprechen  den  Einfluß- 
linien für  das  Hauptsystem,  da  die  Untergurtspannkräfte  durch  das  Zwischen- 
system nicht  beeinflußt  werden. 

Nach  dem  Vorangegangenen  wird  es  dem  Leser  nicht  schwer  fallen,  auch 
die  Richtigkeit  der  in  den  Abb.  206a  u.  206b  dargestellten  Einflußlinien  für  Um 
und  Dm  eines  Parallelträgers  mit  Zwischenteilung  zu  erkennen.  Man  beachte, 
daß  hier  D'  infolge  i  t  in  »t'  negativ  wird.  Die  Einflußlinien  für  Obergurt- 
stäbe entsprechen  den  Einflußlinien  für  das  Hauptsystem. 


0„ 


5.    Der  Fachwerkbalken  mit  schräg  beweglichem   Auflager. 

a)    Die  0„i- Linie. 
Zur  Berechnung  der  0,«- Linie  benutzen  wir  die  Formel  0,, 
-Linie  ist  daher  die  in 


Die 


Abb.  207  a  dargestellte, 

1         ,  .  ,.  . 
mrt 7-  multiplizierte 

Jlfm- Linie  (vergl.  Abb. 
1 20  d,  Seite  89).  Zu  be- 
achten ist  hier,  daß  der 
Punkt  m  zwischen  zwei 
Querträgern  liegt,  daß 
also  die  Einflußlinie 
zwischen  den  beiden 
Querträgern  geradlinig 
verlaufen  muß. 


b)  Die  Z>m-Linie 

(Abb.  208  a). 

Zur  Berech- 
nung der  X>m-  Linie 
leitenwirzunächst 
eine  bequeme 
Formel  her.  Wir 
führen  den  Ritter- 
schen  Schnitt  und. 
benutzen  am  links 
abgetrennten  Teil 
eine  Momenten- 
gleichung für  den 
Drehpunkt  i. 


Abb.  207. 


.-^f 


Abb.  207  a. 
Abb.  208. 


Dm-r,-Y:SP-hi-A-Xi-^H-y,:=^o; 
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Da  A  gleich  dem  Auflagerdruck  eines  Balkens  mit  wagerecht  beweglichem 
Auflager  ist  (wie  man  sofort  durch  eine  Momentengleichung  für  das  rechte 
Auflagergelenk  nachweisen  kann,  in  welcher  H  den  Drehpunkt  schneidet,  also 


aus   der  Gleichung  herausfällt),    so  ist 


A    xi  —  2P-bi 


n 


offenbar    die   Spannkraft 


bezeichnet.     Es   wird    daher  !),/,  =  Do«  — 


in  der  Diagonalen  eines  Balkens  mit  wagerechtemi  Auflager.     Sie  sei  mit  Dom 

Vi 

Es  muß  daher  von  der  Dow -Linie  die  mit  -^  multiplizierte  if-Linie  ab- 
gezogen  werden.  Die  H- Linie  ist  eine  Gerade  mit  der  Ordinate  i  tga  unter  dem 
rechten  Auflager  (vergl.  Abb.  119b,  Seite  88),  die  if-     '-Linie  hat  mithin  an  der 

gleichen  Stelle  die  Ordinate  ^  •  tg  a-      Der    Nullpunkt    der    Einflußlinie    liegt 

unter  E,  dem  Schnittpunkt  des  durch  /  gehenden,  aus  H  und  A  resultierenden 
linken   Auflagerdrucks  mit   der  Richtung  von  B.      Steht  nämlich   die  Last  1  t 

gerade  in  E,  so  er- 
zeugt sie  die  Auf- 
lagerdrücke Kl  und 
B,  die  sich  mit  1  t 
in  E  schneiden  müs- 
sen (Abb.  209).  Setzt 
man  dann  vom  links 
abgetrenntenTeil  aus 
die  Momentengleichung  für  den  Drehpunkt  /  an,  so  erhält  man 

Dm  •  fi  -{-  Kl  -0=^0,    d.  h.  D„i  •  >•,•  z=  o. 
Da  r,  nicht  =  o  ist,  muß  Dni  =  o  werden. 

Senkrecht  unter  E  liegt  daher  der  Nullpunkt  der  Einflußlinie. 
Hat    man    nun    die  Dom-Linie  gezeichnet,    so   kann  man  mit  Hilfe  dieses 

Nullpunktes  ohne  wei- 
teres   die  if'^-^ -Linie 

von      der     Dom  •  Linie 
abziehen    (Abb.    208a). 


Abb.  20q. 


Die    Ordinate 


tga 


.Abb.  2  10 


braucht  also  gar  nicht 
erst  aufgetragen  zu 
werden. 

Sinngemäß  be- 
rechne man  die  Ein- 
flußlinie für  eine  Verti- 
kale Vm  (Abb  210)  mit 
Hilfe  der  Formel 

Cd 


V 


t;, 


H 


Abb.  211. 


Icoicc 
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Bezüglich  der  Berechnung  der  F^m- Linie  vergl.  Abb.  167  a,  Seite  117. 
Man  beachte  hier  das  positive  Vorzeichen  der  Fo,«- Linie,  das  sich  für  Lasten 
links  oder  rechts  vom  Schnitt  durch  entsprechende  Momentengleichungen  für 
den  Punkt  i  leicht  ergibt. 

Genau  so  verhält 
sich  der  in  Abb.  311 
dargestellte,  an  einem 
Ende  durch  eine  Zug- 
stange aufgehängte 
Freiträger,  bei  wel- 
chem die  Zugstange 
die  Stelle  des  schräg 
gerichteten,  in  seiner 
Richtung  unveränder- 
lichen Auflagerdrucks 
vertritt.  Zerlegt  man 
Z  nach  Z ■  cos  «  und 
Z  •  sin  a  und  setzt  die 
Momentengleichung  für 
den  linken  Auflager- 
punkt Z  an,  so  erhält 
man  für  eine  beliebige 
Laststellung 
Z ■  cos  a  -l  —  1  §  =  0 

l  ■  COS  a 
Durch    eine    Momentengleichung    für    den    Punkt  r  wird  A- 1  —  1  §' 

'  ^         dem  Auflagerdruck    eines   gewöhnlichen  Balkens    auf  zwei  Stützen 


Abb.  21 1  a. 


Abb.  21 1  b 


o; 


l 

mit  wagerecht  beweglichem  Auflager.  Durch  2 H=o  erhält  man  H—Z-  sin  a 
=  0;  H=Z- sinn.  Wir  erhalten  daher  für  die  an  dem  System  angreifenden 
Stützkräfte  Z,  A  und  H  und  damit  auch  für  die  Stabspannkräfte  dieselben 
Formeln  wie  für  den  Bogen  mit  schräg  beweglichem  Auflager  (vergl.  auch 
Seite  90).  Alle  dort  hergeleiteten  Einflußlinien  gelten  daher  auch  hier.  In 
Abb.  211a  und  211b  sind  die  Um-  und  D„, -Linie  dargestellt. 


§  8.    Der  Gerberbalken. 

1.  Der  vollwandige  Gerberbalken. 

Ein  durchlaufender  Balken  auf  v  Stützen,  der  ein  festes  und  )^— 1  beweg- 
liche Auflager  besitzt  (Abb.  212),   ist  (w— 2)-fach    statisch  unbestimmt.     Denn 

/  7  1 i__2       '    /"^         n-1  / 


.Abb.    212. 
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da  an  dem  festen  Auflager  die  Größe  und  Richtung  des  Auflagerdruckes,  an 
den  n — i  beweglichen  Auflagern  nur  die  Größe  unbekannt  ist,  so  sind 
u — i  +  2  =  n+i  unbekannte  Stützendrücke  vorhanden.  Da  sich  aber  nur 
drei  Gleichgewichtsbedingungen  für  ein  ebenes  Kräftesystem  aufstellen  lassen 
{^M=o,  2H=o,  2V=o),  so  fehlen  noch  n  +  i — 3  =  n  —  2  Gleichungen 
zur  Berechnung  der  n  +  1  Unbekannten.  Diese  n  —  2  Gleichungen  kann  man 
nun  dadurch  erhalten,  daß  man  den  Balken  an  n  —  2  Stellen  durch  Gelenke 
unterbricht.     Denn  dann  gilt  für  iedes  Gelenk  die  Bedingung: 

,,Das    Biegungsmoment    für    den  Gelenkpunkt  ist  =0." 
So    muß  z.  B.    für  den  in  Abb.  213  dargestellten  Träger  die  Mittelkraft  aus  A 
und  Pi  durch  das  Gelenk  g^  gehen,  da  sie  bei  jeder  anderen  Lage  die  Scheibe  I 
um  (ji  drehen  würde,  die  Scheibe  dann  also  nicht  im  Gleichgewicht  wäre. 

Da    sich 


^7 


XÜ- 


JF 


Sz 


93 


r. 


~W 


.^-"^ 


Abb.   213. 


nunmehrn+1 
statische  Glei- 
chungen     zur 
Berechnung 
der  n  +  1   un- 
bekannten 
Stützendrücke 
aufstellen  lassen,   so   ist   der  Balken   statisch   bestimmt  geworden. 

Die  Gelenke  sind  dabei  so  anzuordnen,  daß  die  einzelnen  Scheiben  für 
jede  Belastung  in  stabilem  Gleichgewicht  sind. 

In  Abb.  213  ist  z.  B.  ein  aus  vier  Scheiben  bestehender  Balken  aut 
fünf  Stützen  dargestellt,  der  durch  5  —  2  =  3  Gelenke  statisch  bestimmt  gemacht 
worden  ist.  Die  Anbringung  der  Gelenke  nach  Abb.  213  a  wäre  fehlerhatt, 
da  beispielsweise  durch  Belastung  des  Punktes  m  das  Gleichgewicht  gestört 
würde. 

A.  Eiuflnß  ständiger  Belastimg. 

Die  statische  Wirkung  der  Gelenke  ist  aus  Abb.  214  ersichtlich.  Die 
Scheibe  I,  die  den  Anschluß  an  das  Landwiderlager  vermittelt,  heißt  Schlepp- 
träger, die  Scheiben  II  und  I\\  welche  statisch  als  Balken  auf  zwei  Stützen  mit 

überkragenden 
^llfdm  „  Sf'^'"  _  Enden       wirken, 

nennt  man  Krag- 
träger  und    die 

Scheibe  III 
Koppel-      oder 
Schwebeträ- 
ger.       Schlepp- 
träger und  Kop- 
Abb.  214.  pelträger       sind 

demnach  ein- 
fache Balken,  deren  Auflagerdrücke  als  Einzelkräfte  die  Kragträger  be- 
lasten.    So  berechnen  wir  z.B.  den  Auflagerdruck- ^  aus  dem  Gleichgewichts- 


zfS 


\Schlepp/räger 

K Ij , 


iiiiniigm:L^.iiiiiiiiiirfiiii!iiiT 


2 


^¥' 


H•\^ 


Kragträger 
'P/lfdm 


W' 


KlIi'MIMIIIITrTTT 


M 


'<  Schtvebeträgv 

II  I  ''II  I  IM 


w 


Kragträger 
Pkdm 


H 
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zustand  des  linken  Kragträgers  mittels  einer  Momentengleichung  in  bezug  auf 
das  Auflager  B: 

2  '    "        •       2 


Ä-h 


1  («  -f  b)  -p  (a  +  b)  -^-^-^^^  +  ^  c-\-p-c 


o 


P 


y[ia-\-b){h-{-ai-b)-c{h  +  c)]. 


Der  Auflagerdruck  B  wird    dann   mittels    der    Gleichgewichtsbedingung 
^F=o  gefunden: 

j;  (a  +  i  -|-  c)  =  o 


'  2  2 


5=r^; 


i^-^+a  +  i  +  cj-^ 
Ebenso  findet  man  für  den  rechten  Kragträger 
C-f- 


^(ci^n-Pid^n^^ 


c=p-^^[h  +  di-n. 


Ferner 


P  h 


p{d+n^o 


D=p[^-^d-^f^-C. 


Nunmehr  können  die  Momente  und  Querkräfte  für  jeden  Querschnitt 
leicht  berechnet  werden,  womit  der  Spannungszustand  bestimmt  ist. 

Die  Bestimmung  der  Momentenfläche  gestaltet  sich  am  einfachsten,  wenn 
man  den  Balken  über  den  Stützen  durchschneidet  und  zum  Ersatz  die  nach 
unten  wirkenden,  also  negativen  Stützmomente  M^,  M^  und  M^  anbringt  (Abb.  215  a). 


Abb.  215  a. 


Abb.  215  b. 


Den  Auflagerdruck  A  findet  man  dann  aus  dem  Gleichgewichtszustand 
des  Balkens  von  der  Spannweite  Zj  +  a  mittels  einer  Momentengleichung  in 
bezug  auf  dessen  rechtes  Auflager.     Es  muß  also  sein 

p(li-\-aY 


A  (h  +  «) 


A  = 


P  (h  -\-  a) 


M, 


M, 


M, 


Äo  bedeutet  hierin   den  Auflagerdruck    eines    einfachen    (gelenklosen)   Balkens 
von  der  Spannweite  ly  +  a, 
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Für    einen    beliebigen  Querschnitt    im  Abstände  x  vonri  linken  Auflager 
ist  dann  das  Moment 


Mr  ^^  A-  X  — 


p-x^  


[^'-j,Tt) 


X 


=  A, 


2) '  X'- 


X  — 


l)-X^ 


M, 


X. 


Ao  ■  X  — 


p  •X'- 


2  /i  +  « 

ist    gleich    dem    Moment    des    einfachen    (gelenklosen)   Balkens 
von  der  Spannweite  l^  +a,  das  =  Mqx  gesetzt  werde.     Man  erhält  daher 


M,  =iz  Mo,  - 


X. 


Das  Moment  Mox   erhält   man    aus    der  Momentenfläche   eines  einfachen 
Balkens  von  der  Spannweite  l^  -\-  a,  die  in  dem  vorliegenden  Falle  eine  Parabel- 


fläche    vom   Pfeil 


ist    (Abb.  215b).      Trägt    man    dann    unter    der 


Stütze  1  das  Stützmoment  J/,  als  Ordinate  auf  und  verbindet  den  Endpunkt 
dieser  Ordinate  geradlinig  mit  dem  Punkt  o,  so  schneidet  diese  Gerade  von 
der   Senkrechten    durch    den    im  Abstand    x   vom    linken   Auflager   gelegenen 

M 

Querschnitt  die  Strecke  >/  =  ~j—Tr~  '  ^  ^^'  ^^nn  es  besteht  aldann  die  Proportion 


V     _ 


so  daß  ;, 


_     ^^1 


.r. 


M,    ~  l,-\-a  '  ''~  1,-i-a 

Da  nun  das  Biegungsmoment  für  den  Gelenkpunkt  =0  sein  muß,  so  muß  die 
erwähnte  Gerade  die  gewöhnliche  Balkenmomentenfläche  senkrecht  unter  dem 
Gelenk  im  Punkte  b  schneiden,  weil  dann  das  resultierende  Moment  unter  dem 
Gelenk  =0  wird.  Dadurch  ist  das  Moment  Jf,  bestimmt.  Aus  dem  gleichen 
Grunde  muß  die  Gerade  der  Stützmomentenfläche  für  die  Öffnung  l^  -\-  c  -\-  d 
die  dieser  Öffnung  entsprechende  gewöhnliche  Balkenmomentenfläche  senkrecht 
unter  den  Gelenken  in  den  Punkten  c  und  d  schneiden,  wodurch  wiederum  die 
Stützmomente  Mo  und  M^  bestimmt  sind.  Nunmehr  kann  der  Stützmomenten- 
linienzug  gezeichnet  werden,  der  mit  der  Balkenachse  die  Stützmomentenfläche 
einschließt.  Da  die  gewöhnlichen  Balkenmomente  positiv,  die  Stützmomente 
negativ  sind,  so  erhält  man  die  in  Abb.  215b  durch  Schraflfur  angedeutete 
Momentenfläche. 

Ebenso  verfahre  man   bei  Belastung  durch  Einzelkräfte   (Abb.  216).     Die 
Gelenke  sind  hier  in  einer  Mittelöffnung  angenommen.     Zunächst  werden  wieder 


Abb.  216. 


Abb.  2 loa. 


die  einlachen   Balkenmomentenflächen  gezeichnet  und   die  Nullpunkte  h  und  r 
mittels    der  Gelenkpunkte    bestimmt    (Abb.  216a).     Alsdann    sind    ü/j    und   M., 
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durch  die  Gerade  b  —  c  bestimmt  und  damit  auch  die  Stützmomentenfläche. 
Die  resultierende  Momentenfläche  setzt  sich  sodann  aus  der  positiven  Balken- 
momentenfläche  und  der  negativen  Stützmomentenfläche  zusammen  (Abb.  216a). 
Die  Querkraftflächen  vi^erden  genau  so  wie  für  einen  einfachen  Balken 
bestimmt  (vergl.  §  6,  1,  a,  Seite  64  u.  66).  Sie  sind  in  den  Abb.  217  u.  218 
für   gleichmäßig   verteilte   Belastung    und    für   Einzellasten    dargestellt.      Man 


-^^1« 


Abb.  217. 


Abb.  21S. 


beachte,  daß  in  den  Gelenken  die  Querkräfte  gleich  den  Auflagerdrücken 
einfacher  Balken  von  den  Spannweiten  der  Koppel-  bezw.  Schleppträger  sein 
müssen  (vergl.  auch  Abb.  214), 

Die  Gelenkentfernung  wird,  ständige  Belastung  vorausgesetzt,  zweckmäßig 
so  gewählt,  daß  die  Maximalmomente  für  den  Krag-  und  den  Koppelträger  gleich 
groß  werden,  da  es  im  allgemeinen  wünschenswert  ist,  daß  beide  Balkenteile 
dasselbe  Profil  erhalten.  Zur  Berechnung  der  unbekannten  Gelenkentfernung 
besteht  also  die  Bedingungsgleichung: 

q-x      l-  X        q{{—oc)      (l  -  x)   _    q- 


(Abb.  219). 


Maximalmoment  für  den  Kragträger. 


Maximal- 
moment 
für  den 
Koppel- 
träger. 


^ 


am 


LfD 


-¥- 


"^ 


q(l-x) 
2 


Abb.  219. 
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Das  Maximalmoment  für  den  Kragträger  ist  in  der  Regel  das  Stützmoment 
(vergl.  Abb.  215b).  Es  ist  negativ,  das  Koppelträgermoment  positiv.  Da  aber 
bei  der  Dimensionierung  des  Balkens  nur  die  absoluten  Werte  der  Momente 
in  Betracht  kommen,  haben  in  der  Bedingungsgleichung  beide  Momente  die 
gleichen  Vorzeichen  erhalten.  Diese  Gleichung  wird  nun  nach  x  aufgelöst 
und  man  erhält  2  x  l  ^-  2  x'^  -{-P  —  2  x  l  -\-  x^  ^=^  x^ 

2  x"  =  P 

a,— ^  ]/ -1  =  o,7U. 

In  der  Regel  wird  diese  Gelenkentfernung  bei  Dachpfetten  benutzt. 

B.  Eiufluß  beweglicher  Belastung  (Eluflußliuleu). 

Der  Einfluß  der  beweglichen  Belastung  wird  am  zweckmäßigsten  mit 
Hilfe  von  Einflußlinien  ermittelt,  die  nachfolgend  für  sämtliche  in  Betracht 
kommenden  statischen  Größen  berechnet  werden  sollen. 

Es  möge  zunächst  ganz  allein  der  Einfluß  einer  wandernden  Last  1  t 
untersucht  werden.  Der  Träger  sei  ein  Balken  auf  vier  Stützen  mit  4 — 2 
==2  Gelenken,  die  entweder  beide  in  der  Mittelöffnung  oder  einzeln  in  den 
beiden  Seitenöffnungen  angebracht  werden  können  (vergl.  Abb.  220  u.  222). 

1.    Die   Last   1  t    stehe    über    der    geienklosen    linken    Seitenöffnung 

(Abb.  220). 

Denkt  man  sich  den  Koppelträger  wieder  als    auf    den  Kragarmen  der 

Kragträger  ruhenden  Balken,  so  erkennt  man,   daß   bei    dieser  Belastung   der 

,7^  gestrichelte    Teil    des 

,       A-  "^~^ Ä     Trägers    spannungslos 

*  .,,  werden    muß.      Denn 

Abb.  220. 

da  wir  nur  den  Einfluß 

der  Last  1  t  untersuchen,  ist  der  Träger  selbst  als  gewichtslos  anzusehen. 
Der  Einfluß  des  Eigengewichts,  das  in  der  Regel  als  gleichmäßig  verteilte 
Belastung  aufgefaßt  wird,  wurde  bereits  in  den  vorangegangenen  Unter- 
suchungen berücksichtigt   (Seite  157  u.  f.). 

Steht  daher  die  Last  1  t  über  einer  gelenklosen  Öffnung,  so 
wird  diese  ebenso  beansprucht  wie  ein  Balken  auf  zwei  Stützen  von 
der  Spannweite  dieser  Öffnung.  Die  Einflußlinien  für  alle  an 
diesem  Teil  wirkenden  statischen  Größen  {A,  B,  Mm,  Qm)  stimmen 
also  überein  mit  den  entsprechenden  Einflußlinien  des  einfachen 
Balkens  A — B. 

2.    Die  Last  1  t  stehe  auf  dem  Kragarm  des  linken  Kragträgers 

(Abb.  221). 

\^f  Auch  hier  erkennt 

'""■^  ^    man  wieder,   daß  der 

7^  gestrichelte   Teil    des 

_J- ^----& ;ä,    Trägers  spannungslos 

Abb.  221.        '  '    werden  muß. 
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Abb.    222. 


Bewegt  sich  daher  die  Last  i  t  irgendwo  auf  dem  linken  Krag- 
träger, so  bleibt  der  rechte  Kragträger  und  der  Koppelträger  un- 
beansprucht.  Natürlich  gilt  auch  die  Umkehrung:  Befindet  sich  die  Last 
1  t  irgendwo  auf  dem  rechten  Kragträger,  so  bleibt  der  linke  Kragträger  und 
der  Koppel  träger   un-  ,7^ 

beansprucht.  ^" 

Der  unter  1  auf-  ^ 

gestellte  Satz  gilt  auch, 
wenn   die  Gelenke    in   den   Seitenöfifnungen   liegen,    wie   aus   Abb.  222   ersicht- 
lich  ist. 

Mit  Hilfe  dieser  statischen  Eigenschaften  und  der  Bedingung,  daß  zu  jeder 
starren  Scheibe  eine  Gerade  als  Einflußlinie  gehören  muß  (vergl.  Seite  86), 
kann  man  nun  leicht  die  Einflußlinien  für  die  an  dem  gelenklosen  Teil  des 
Trägers  wirkenden  statischen  Größen  herleiten.  Die  Gelenke  sollen  zunächst 
in  den  Seitenöffnungen  angenommen  werden. 

a)  Die  .1- Linie.  Das  System  besteht  aus  den  stanen  Scheiben  I,  II 
und  III  (Abb.  223).  Wir  zeichnen  zunächst  die  ^-Linie  eines  einlachen  Balkens 
von  der  Spannweite  der 
gelenklosen       Öffnung,  ^ 

d.  i.  eine  Gerade,  die 
von  der  Senkrechten 
durch  das  Auflager  Ä 
die  Ordinate  +  1  ab- 
schneidet (Abb.  223a). 
Dann  verlängern  wir 
diese     Gerade      rechts 

und  links  bis  zu  den  senkrechten  Begrenzungslinien  der  Scheibe  I,  an  der  A 
angreift.  Damit  sind  auch  die  den  starren  Scheiben  II  und  III  entsprechenden 
Einflußgeraden  bestimmt,  deren  Ordinaten  unter  dem  linken  bezw.  rechten 
Endlager  =  o  sein  müssen,  weil  die  Last  j  t  über  diesen  Auflagern  den  Auf- 
lagerdruck A  =  o  hervorruft. 

b)  Die  1/;»- Linie  (Abb.  224a).  Wir  durchschneiden  den  Balken  im 
Punkte  m  (Abb.  224)  und  bringen  an  der  Schnittstelle  zum  Ersatz  das 
Moment  Mm  an.  Durch 
den  Schnitt  zerfällt  der 
Balken  in  vier  starre 
Scheiben.  Zunächst 
zeichnen  wir  dann  die 
Mm  -  Linie  eines  ein- 
fachen Balkens  von  der 
Spannweite  der  gelenk- 
losen Öffnung  und  ver-  \  ,j  ;  /, 
vollständigen  dann  die  Einflußlinie  mit  Hüte  des  Satzes  von  den  starren 
Scheiben. 

Kirchhoff,   Statik.  I.  II 


i^^^ftlfitll^fi^' 


Abb.  224  a. 
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Abb.  225. 


c)  Ebenso  wird    bei  Ermittlung  der  Einflußlinie    für    die  Querkraft  Q,n 

verfahren  (Abb.  225a). 

Liegt    der    Punkt  m 

zwischen  zwei  Quer- 
trägem,  so  berücksich- 
tige man  noch,  daß  die 
Einflußlinie  zwischen  den 
beiden  Querträgern  ge- 
radlinig verlaufen  muß 
(Abb.  226a  u.  226b). 

Dieselben      Einfluß- 


Abb.  225  a. 


linien   sollen  jetzt  auch   für   einen  Gerberbalken  hergeleitet  werden,   bei   dem 
die  Gelenke  in  der  Mittel  Öffnung  liegen. 


Abb.  226. 


Abb.  226a. 


Abb.   226b. 


a)  Die  J.-Linie  (Abb.  227  a). 
Das    System    zerfällt    in    drei    starre    Scheiben.     Zunächst   zeichnen    wir 
wieder  die  J.- Linie    eines   einfachen  Balkens  von  der  Spannweite    der    gelenk- 
losen Öffnung,  also  eine  Gerade,  die  von  der  Senkrechten  durch  das  Auflager  A 
die  Ordinate  +  1  abschneidet.     Mit  Hilfe  des  Satzes  von  den  starren  Scheiben 

kann  dann  die 

Einflußlinie 
leicht   vervoll- 
ständigt    wer- 
den,       wobei 
man  den  unter 
2  aufgestellten 
Satz      berück- 
sichtigen muß, 
daß  die  irgend- 
wo    auf    dem 
rechten    Krag- 
träger, also  auf  der  Scheibe  III  stehende  Last  1  t  ohne  Einfluß  auf  den  linken 
Kragträger  bleibt.   Sie  ruft  also  an  ihm  keinen  Auflagerdruck  A  hervor.  Senkrecht 
unter  der  Scheibe  III  müssen  daher  alle  Ordinaten  der  Einflußlinie  =0  werden. 
Entsprechend  verfahre  man  bei  Ermittlung  der  J5- Linie  (Abb.  227b). 


Abb.  227  a. 


Abb.  227  b. 
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Abb.  228 


Abb.  22Sa. 


Abb.  22Sb. 


Abb.  228  c. 


Abb.   228 d. 


b)    Die  3J,„ -Linie. 

Auch  hier  zeichnen  wir  zunächst  wieder  die  il/„i-Linie  für  einen  einfachen 
Balken  von  der  Spannweite  der  gelenklosen  Öffnung  (Abb.  228  a)  und  vervoll- 
ständigen sie  dann  mit  Hilfe  des  Satzes  von  den  starren  Scheiben.  Dabei  ist 
wieder  zu  berücksichtigen,  daß  sämtliche  Einflußordinaten  unter  der  Scheibe  IV 
=  o  sein  müssen,  da  die  irgendwo  auf  der  Scheibe  IV  stehende  Last  1  t  keinen 
Einfluß  auf  den 
linken  Krag- 
träger hat,  also 
dort  kein  Mo- 
ment Mm  her- 
vorrufen kann. 

c)  Die  bei 
Zeichnung  der 
^;„- Linie  (Ab- 
bild. 238b)  zu 
beobachtenden 
Regeln  sind 
dieselben  wie 
für  die  Mm- 
Linie. 

Liegt  der 
Punkt  m  zwi- 
schen        zwei 

Querträgern 
(Abb.  228c),  so 
muß  noch  be- 
rücksichtigt 
werden,      daß 
zwischen  diesen  die  Einflußlinie  geradlinig  verlaufen  muß  (Abb.  228d  u.  228e). 

Die  Einflußlinien  für  die  an  den  Kragarmen  wirkenden  statischen  Größen 
Mm  und  Qm  können  nicht  mehr  unter  Zugrundelegung  der  Einflußlinien  ein- 
facher Balken  ermittelt  werden,  da  hier  der  Punkt  m  in  dem  durch  Gelenke 
unterbrochenen  Trägerteil  liegt,  für  welchen  der  auf  Seite  160  unter  1  auf- 
gestellte Satz  keine  Geltung  hat.  Wir  untersuchen  daher  den  Einfluß  der 
wandernden  Last  1  t  auf  die  betreffende  statische  Größe  für  verschiedene 
Laststellungen  (Abb.  229). 

Steht  die  Last  1  t  links  von  in,  also  auf  der  Scheibe  I,  so  werden  Mm 
und  Qm  =  o.  wie  man  sofort  erkennt,  wenn  man  Mm  und  Qm  vom  rechts  ab- 
getrennten Teil  aus  berechnet,  an  dem  keine  Kraft  angreift  (vergl.  auch 
Abb.  220  u.  221,  Seite  160).  Sämtliche  Ordinalen  der  Mm-  und  ^„»-Linie  unter 
der  Scheibe  I  müssen  daher  =  o  werden  (Abb.  229a  u.  229b).  Eine  rechts 
von  m  auf  der  Scheibe  II  stehende  Last  1  t  bringt  das  Moment  Mm  —  — i§ 
hervor.  Das  ist  die  Gleichung  einer  Geraden.  Für  §  =  o  bezw.  für§  =  x„t 
erhält    man    ^1/^  =  0   bezw.    Mm  =  — i  Xm,    wodurch    die    der    Scheibe  II    ent- 


Abb.  228e. 
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sprechende  Einflußgerade  dei  ifm-Linie  bestimmt  ist  (Abb.  229a).  Steht  ferner 
die  Last  1  t  in  m  bezw.  rechts  von  m  auf  der  Scheibe  II,  so  wird  jedesmal 
^^  =  -f  1.  Das  ist  die  Gleichung  einer  Geraden,  die  im  Abstände  1  parallel 
zur  Nullgeraden  der  Einflußlinie  verläuft  (Abb.  229b). 

Wandert 

die  Last  1  t  auf 
derScheibelV, 
also  auf  dem 
rechten    Krag- 

träger, 
so  bleibt  der 
linke  Krag- 
träger unbe- 
ansprucht,  es 
entsteht  also 
infolge  dieser 
Laststellungen 
Aveder  ein  Mo- 
ment M„,  noch 
.eine  Querkraft 
Qm     Unter  der 

Scheibe    IV 
müssen    daher 
sämtliche    Or- 
dinaten        der 

3f,n-Linie  und  der  Q,„- Linie  —  o  werden.  Damit  sind  aber  auch  die  der 
starren  Scheibe  III  entsprechenden  Geraden  der  M,»- Linie  und  der  r^^- Linie 
bestimmt  (Abb.  229a  u.  229b). 

Liegt  der  Punkt  m  zwischen  zwei  Querträgem  (Abb.  229c),  so  muß  man 
noch  berücksichtigen,  daß  die  Einflußlinie  zwischen  den  beiden  Querträgern 
geradlinig  verläuft  (Abb.  229d  u.  229e,  vergl.  auch  die  Abb.  117a  u.  117b. 
Seite  88). 

2.    Der  fachwerkartige  Gerberbalken  (Einflußlinien). 

In  Abb.  230  ist  ein  Gerberbalken  mit  in  den  Seitenöffnungen  liegenden 
Gelenken  dargestellt.  Die  gestrichelt  gezeichneten  Stäbe  sind  Blindstäbe, 
die  nur  des  besseren  Aussehens  halber  angeordnet  werden,  aber  keine  Spannung 

.\bb.  230. 


Abb.  229. 
Abb.  229  a. 

Abb.  229b. 

Abb.  229c. 

Abb.  229d. 
Abb.  2  29e. 


Abb.  230a. 
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erhalten,  da  sie  nur  an  einem  Ende  fest,  an  dem  anderen  Ende  längsbeweglich 
an  das  Trägernetz  angeschlossen  sind,  so  daß  Schlepp-  und  Kragträger  sich 
gegeneinander  drehen  können,  die  Gelenke  also  voll  zur  Wirkung  kommen. 
Die  Einflußlinien  für  die  Gurtspannkräfte  können  ohne  weiteres  auf  die 
bereits  behandelten  Momenteneinflußlinien  zurückgeführt  werden,  da  die  Gurt- 

M 

Spannkräfte  nur  von  den  Momenten  abhängig  sind.     So  ist  z.  B.  0«  = ^ 

"m 

Die  0»j-Linie  ist  daher  die  mit  —  ^"  multiplizierte  Mm-Linie  (Abb.  230a),    die 

bereits   in  Abb.  224   dargestellt  wurde.     Da  Um  +  i  =  -\ ^\  so  ist  die  Um  j.  i- 

Linie  die  mit  +         multiplizierte  i/,„- Linie.      Sie    hat    daher    dieselbe    Form 

wie   die    in  Abb.  230a   dargestellte  0»^- Linie.     Jedoch    ist    die   Ordinate    unter 

*  1  oc 

dem  linken  Auflager  +    — *",  die  Vorzeichen  sind  also  entgegengesetzt. 

Bei  Ermittlung  der  D-Linie  (Abb.  231a)   beachte  man,    daß   das  System 
durch   den  Ritterschen  Schnitt    in   vier  starre   Scheiben    zerlegt    ist.     Zeichnet 


Abb.  2T, 


--'  Abb.  231  a. 

man  dann  zunächst  wieder  die  D- Linie  eines  einfachen  Balkens  von  der 
Spannweite  der  gelenklosen  Öffnung,  so  kann  die  Einflußlinie  leicht  mit  Hilfe 
des  Satzes  von  den  starren  Scheiben  vervollständigt  werden. 

Ebenso  wird  bei  Berechnung  einer  7- Linie  verfahren  (Abb.  232  a). 

Liegen  die  Gelenke  in  der  Mittelöffnung  und  es  sollen  Einflußlinien  für 
Stabspannkräfte  des   linken  Kragträgers    gezeichnet  werden,    so  beachte  man. 

Abb.  232. 


Abb.    232  a. 


im 


daß  auf  dem  rechten  Kragträger  stehende  Lasten  keinen  Einfluß  auf  den 
linken  Kragträger  haben.  Sämtliche  Einflußordinaten  unter  dem  rechten 
Kragträger  müssen   daher  =o  sein.     Man  zeichnet  dann  wieder  zunächst  die 

Abb.  233. 


Abb.  233  a. 


Abb.  233b. 


Einflußlinie  für  die  betreffende  Stabspannkraft  eines  Balkens  auf  zwei  Stützen 
von  der  Spannweite  der  gelenklosen  Öffnung  und  vervollständigt  sie  mit  Hilfe 
des  Satzes  von  den  starren  Scheiben. 


Abb.  234. 


/,3y- 


In   den   Abb.  233a  u.  233b    sind   die  Einfluü- 
linien  für  eine  Gurt-  und  eine  Diagonalspannkraft, 
in   Abb.  234a   die  Einflußlinie  für  die  Spannkraft 
in  der   vorletzten  Vertikalen  der  ersten  Öffnung  dargestellt. 


Einflußlinien  für  Spannkräfte  in  den  Stäben  der  Kragarme. 
Die  Om-Linie  (Abb.  235a)   erhalten  wir  mittels  der  Formel  0«  = — 


Die  Om-Linie  ist  daher  die  mit  —         multiplizierte  JV/m-Linie.    Diese  ist  nach 


Abb.  229a  ein  Dreieck  mit  der  Ordinate 

1 


mithin  für  die  0«.- Linie  = 


(- 


1  Xm  unter  dem  linken  Gelenk,   die 
,    1  x„ 


r„ 


zu  setzen  ist. 


Die  L'„,  +  i -Linie  (Abb.  235b)  wird  mittels  der  Formel  Um  +  i^-\- 


'hn- 


ni-i-i 


gefunden.     Sie  ist  daher   die   mit    , multiplizierte  Jl/,„  +  i -Linie,    d.  h.   ein 
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Dreieck  mit  der  Ordinate  —    ^ unter  dem  linken  Gelenk.     Da  der  Punkt 

lim -hl 

m -\- 1   zwischen  zwei  Querträgern   liegt,    ist   die  Eintlußlinie    noch   durch   die 

Abb.  235. 


den  beiden  Quer- 
trägem entspre- 
chende Gerade  zu 
vervollständigen 
(vergl.  auch  die 
Abb.  229d). 

Zur  Ermitt- 
lung der  D- Linie 
(Abb.  236  a)  untersuchen  wir  den  Eintlul3  der  wandernden  Last  1  t: 

1.    Die  Last   1  t   stehe    irgendwo   links    vom    Schnittfeld,    also    auf   der 
Scheibe  L    Die  Spannkraft  D  für  diese  Laststellung  berechnen  wir  vom  rechts 


Abb.  235  b. 


Abb.  236. 


Abb.  230a. 


Abb.  236b. 


Abb.  236c. 


Abb.  236 d. 


abgetrennten  Teil  aus,  an  dem  keine  äußere  Kraft  wirkt,  durch  eine  Momenten- 
gleichung in  bezug  auf  den  Drehpunkt  i  (den  Schnittpunkt  der  beiden  vom 
Schnitt  getroffenen  Gurtstäbe).  Es  muß  daher  Dri  =  o  sein.  Da  r,  nicht  =0 
ist,  muß  D  =  o  werden.  Unter  der  Scheibe!  müssen  daher  sämtliche  Einfluß- 
ordinaten  =0  sein. 

2.   Die  Last  1  t  stehe  auf  der  Scheibe  II,  und  zwar  im  rechten  Querträger 
des  Schnittfeldes.    Die  am  rechts  abgetrennten  Teil  für  den  Punkt  /  angesetzte 
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Momentengleichung  lautet  sodann  i)  •  n  +  i  xi 

recht  unter  der  Last  muß  daher  die  Einflußordinate  =  — 


o,   so  daß  £)  = 

1  Xi 


1  Xt 


Senk- 


sem. 


Abb.   237. 


3.  Die  Last  1  t  stehe  auf  der  Scheibe  II  im  Punkte  /.  In  diesem  Falle 
lautet  die  am  rechts  abgetrennten  Teil  für  den  Punkt  /  angesetzte  Momenten- 
gleichung D-r,  =  o,  so  daß  D  =  o.  Senkrecht  unter  /  liegt  daher  der  Null- 
punkt der  zur  Scheibe  II  gehörenden  Einfluflgeraden,  wodurch  diese  be- 
stimmt ist. 

4.  Die  Last  1  t  stehe  auf  der  Scheibe  IV,  also  auf  dem  rechten  Krag- 
träger. In  diesem  Falle  bleibt  der  linke  Kragträger  unbeansprucht,  es  entsteht 
also  in  D  die  Spannkraft  0,  so  daß  die  der  Scheibe  IV  entsprechende  Einfluß- 
gerade  mit  der  Nullgeraden  zusammenfällt.  Damit  ist  auch  die  Einflußgerade 
für  die  Scheibe  IIP  bestimmt. 

Auch  graphisch  läßt  sich  schnell  die  Ordinate  der  Einflußlinie  unter  dem 
rechten  Querträger  als  Spannkraft  D  infolge  der  dort  wirkenden  Kraft  1  t  er- 
mitteln   (Abb.    237).     Da    der  Kragarm    rechts    von    der   Kraft    unbelastet    ist, 

werden  die  gestrichelten  Stäbe 
spannungslos,  wie  leicht  zu  er- 
kennen ist,  wenn  man  die  Gleich- 
gewichtszustände der  Knoten  a, 
h,  c  und  (l  der  Reihe  nach  unter- 
sucht. (Im  Knoten  a  treffen  nur 
zwei  Stäbe  zusammen,  deren 
Spannkräfte  =0  sein  müssen,  da  sich  zwei  Kräfte,  die  einen  Winkel  miteinander 
bilden,  nicht  das  Gleichgewicht  halten  können.  Genau  dasselbe  trifft  dann  der 
Reihe  nach  für  die  Knoten  h,  c  und  d  zu.)  Am  Knoten  e  wirken  nun  drei  Kräfte. 
1  t,  Dl  und  TJ,  die  sich  das  Gleichgewicht  halten,  also  ein  Dreieck  mit  stetigem 
Umfahrungssinn  bilden  müssen,  wobei  sich  D^  als  Zug-  und  IJ  als  Druckkraft 
ergibt.  An  dem  abgetrennten  Knoten  f  endlich  muß  dann  die  Zugkraft  D, 
nach  O  und  D  zerlegt  werden,  wobei  D  eine  Druck-  und  O  eine  Zugkraft 
wird.  Die  gefundene  Kraft  D  wird  dann  senkrecht  unter  der  Last  1  t  in  irgend 
einem  Kräftemaßstabe  als  Ordinate  aufgetragen. 

In  Abb.  236c  ist  die  Z) -Linie  gezeichnet  für  den  Fall,  daß  der  Punkt  t 
aus  dem  Kragarm  herausfällt.  Der  Gang  der  Berechnung  der  Einflußlinie 
bleibt  derselbe  wie  vor. 

Die  graphische  Bestimmung  der  Einflußordinate  unter  dem  rechten  Quer- 
träger ist  aus  Abb.  236 d  ersichtlich.  Die  gestrichelten  Stäbe  sind  wieder 
spannungstos.  Die  Spannkraft  V  wird  =  1  t  und  diese  wird  dann  an  dem 
Knoten  c  nach  D  und  O  zerlegt,  wobei  sich  D  als  Druck-  und  0  als  Zugkraft 
ergibt.  Senkrecht  unter  der  Last  1  t  muß  D  in  irgend  einem  Kräftemaßstabe 
als  Ordinate  aufgetragen  werden.  Ebenso  werden  die  Einflußlinien  für  Spann- 
kräfte in  den  Vertikalen  des  Kragarmes  gefunden.  In  Abb.  238  a  ist  eine  der- 
artige Einflußlinie  dargestellt.  Die  Ordinate  der  Einflußlinie  unter  dem  rechten 
Querträger  wird  =  -f  1 ,    da  die   am   rechts  abgetrennten  Teil  für  den  Punkt  i 
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angesetzte  Momentengleichung  bei  Belastung  des  rechten  Querträgers  mit  der 
Last  1  t  lautet:    V ■  x; — ia;»=o,   woraus    y=+i. 


Abb.  23S. 


Abb.  238a 


Zur  Berechnung  der  Einflußlinie   für  die   über   dem  Auflager  befindliche 
Vertikale  V   (Abb.  239)    leiten  wir   uns    zunächst    eine    bequeme   Formel    her 


Abb.   239. 


Abb.   239  a 


Wir  trennen  den  Knoten  a  ab,  ersetzen  die  vom  Schnitt  getroffenen  Stäbe 
durch  ihre  Spannkräfte  und  benutzen  die  Gleichgewichtsbedingung  ^F=o. 
Demgemäß  muß  sein: 

V -{- Ol  smßi-^Or  sin  ß,  —  o. 

Mm.  ,     „  Mr, 


Mit  Oi 


,  o     und  0,- =  —  7 6    wird  sodann 

hm  cos  PI  hm.  cos  ßr 


T^=  + 


Ji„ 


sin /^     I    K^_ 

COSßi      ■"     hm 


Rr  ''"m 


cos 


Die   F-Linie    ist   daher   die   mit  , ^    multiplizierte  if„i- Linie  für  den 

lim 

Punkt  m  eines  Kragarmes   (vergl.  Abb.  229  a,  Seite  164).     Da  die  Ordinate  der 
ifm-Linie   unter   dem   Gelenk  = — 1  Xm   sein  muß,   so   ist  sie   für  die  7-Linie 

=  -  f^  (tg  ßi  +  tg  ßr)  (Abb.  239  a). 

Auch  für  den  in  Abb.  240  dargestellten  Fall  möge  die  F- Linie  hergeleitet 
werden.  Die  Gleichgewichtsbedingung  ^F=o  lautet  für  den  abgetrennten 
Knoten  a: 

V-{-  B  -\-  I^i  •  sin  yi  -{-  l  V  •  sin  y^  =  o. 

und    (',.  3zr-(-^ , 

cos  ;',. 

M 

V"  (tg  n  +  tg  y,)  -  iy. 

"rti 


Setzt  man   l)=4-    ,     ^'^"-  und    (•,.—  +    , 

hm  •  cos  yi  h,, 


so  wird 


V 
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Man  erhält  also  die  7- Linie  durch  Zusammensetzung  der  jB- Linie  mit  der 

tg  Yl  4"  tg  Yr 

mit  — ^ — ^^       multiplizierten  3fff,- Linie  unter  Berücksichtigung  der  aus  der 

Abb.  240. 


Abb.  241. 


M„ 


\bb.  240a.  Formel  ersicht- 
lichen Vorzeichen. 
Da  die  3/^- Linie 
ein  Dreieck  mit  der 
Ordinate  —  1  Xm 
unter  dem  linken 
Gelenkpunkte  ist, 
tgil+tgr^   unter 


so  hat  die  —    , —  (tg/';+ tg^^)- Linie  die  Ordinate  +  \x 
"/« 

dem  linken  Gelenkpunkte.  Von  dieser  Einflußlinie  ist  dann  die  5-Linie  (vergl. 
Abb.  227b)  abzuziehen.  Die  resultierende  Einflußlinie  ist  in  Abb.  240a  dar- 
gestellt. Sie  kann  auch,  je  nach  den  Abmessungen  des  Trägers,  die  in  Abb.  241 
dargestellte  Form  haben. 

Sinngemäß  findet  man  die  F- Linie,  wenn  die  Gelenke  in  den  Seiten- 
Öffnungen  liegen  (Abb.  242a  oder  242  b). 

Die  Einflußlinien  für  den  Koppel-  und  die  Schleppträger  erstrecken  sich 
nur    über  die  jedesmalige  Spannweite  dieser  Träger,    da  diese  als  Balken  auf 


.\bb.  242. 


Abb.  242  a. 


Abb.  242  b. 


zwei  Stützen  wirken  und   auf  den  Kragträgem  stehende  Lasten  keinen  Einfluß 
auf  sie  haben  (vergl.  auch  die  Abb.  220,  221  u.  222,  Seite  160  u.  161). 

Die  Größtwerte  der  Stabspannkräfte  für  diese  Träger  werden  daher 
zweckmäßig  nach  §  7,  3,  C.  Seite  118  u.  f.  berechnet,  da  die  Berechnung  mit 
Hilfe  von  Einflußlinien  umständlicher  ist. 
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§  9.  Der  Dreigelenkbogen. 
1.  Der  vollwandige  Dreigelenkbogen. 

A.   Einfluß  beliebig  schräg-  gerichteter  Lasten  (Abb.  243). 

Um  die  Spannungsverteilung  für  jeden  Querschnitt  schnell  angeben  zu 
können,  ist  es  erforderlich,  die  für  die  Querschnitte  in  Betracht  kommenden 
Mittelkräfte  der  am  abgetrennten  Teil  wirkenden  äußeren  Kräfte  nach  Größe 
und  Richtung  zu  kennen.  Zur  Berechnung  dieser  Mittelkräfte  bestimmen  wir 
zunächst  die  Mittelkräfte  Ri  und  R^  der  auf  die  linke  bezw.  auf  die  rechte 
Bogenhälfte  wirkenden  äußeren  Kräfte  P  mit  Hilfe  von  Seilpolygonen  I,  II,  III 
und  IV,  V,  VI    und    den    zugehörigen,    mit    beliebiger    Polweite    gezeichneten 


Kräftepolygonen  0^,  a,  h  und  O2,  h,  c,  wobei  E^ 
durch  den  Schnittpunkt  von  I  und  III  und  E., 
durch  den  Schnittpunkt  von  IV  und  VI  gehen 
muß.  Nunmehr  lösen  wir  diesen  Belastungs- 
zustand in  zwei  Einzelzustände  auf. 

Zustand  I.  Es  wirke  nur  die  auf  die 
linke  Bogenhälfte  entfallende  Mittelkraft 
jRj;  R2  sei  =0  angenommen.  Alsdann  muß  der  zugehörige  rechte  Kämpfer- 
druck Kr^  durch  B  und  C  gehen,  da  dann  die  rechte  Bogenhälfte  unbelastet  ist 
(vergl.  auch  Abb.  74,  Seite  53).  Die  Richtung  des  zugehörigen  linken  Kämpfer- 
drucks A7  ist  bestimmt  durch  die  Bedingung,  daß  sich  R^,  /v  '  und  Kr^  in  einem 
Punkte  schneiden  müssen  (drei  Kräfte  können  sich  nur  dann  da.s  Gleichgewicht 
halten,  wenn  sie  sich  in  einem  Punkte  schneiden). 

Die  Größe  von  Ki^  und  Kr^  bestimmen  wir  in  dem  Krättepolygon  (>,,  a,  b 
durch  Zerlegung  von  E,  nach  den  Richtungen  von  Ki^  und  A^V 

Zustand  II.  Es  wirke  nur  die  auf  die  rechte  Bogenhälfte  ent- 
fallende Mittelkraft  i?«;  -Ri  sei  =  o  angenommen.  Der  zugehörige  linke 
Kärapferdruck  Kj^  muß  jetzt  durch  Ä  und  C  gehen,  da  die  linke  Bogenhälfte 
unbelastet  ist,  und  die  Richtung  des  zugehörigen  rechten  Kämpferdrucks  K/ 
ist  bestimmt  durch  die  Bedingung,    daß   sich  R.,,  Ki^  und  7iV  in  einem  Punkte 
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schneiden  müssen.  Die  Größen  von  Ei^  und  Kr"^  werden  wieder  in  dem  Kräfte- 
polygon O2,  h,  c  durch  Zerlegung  von  R-y  nach  den  Richtungen  iii*  und  Kr- 
gefunden. 

Nunmehr  nehmen  wir  an,  daß  die  Zustände  I  und  II  gleichzeitig  wirken 
Dadurch  erhalten  wir  den  wirklichen  Zustand.  Der  wirkliche  Kämpferdruck  Ki 
ist  dann  die  Mittelkraft  aus  den  Einzelkämpferdrücken  Ki^  und  Kf-,  ebenso  K, 
die  Mittelkraft  von  K,.^  und  Kr^.  Um  diese  Mittelkräfte  in  dem  Kräftepolygon 
bilden  zu  können,  müssen  Ki^  =  bd  parallel  nach  fe  undZr*=  be  parallel 
nach  df  verschoben  werden.  Alsdann  wird  Ki=  af  und  Kr^=cf.  Dann  bilden 
wir  noch  die  Mittelkraft  von  Ki  und  Pi  =  Tj.  ferner  von  Tj  und  P,  =  T^  und 
von  Tu  und  Pg  =  Tjji,  die  mit  der  Mittelkraft  von  Kr  und  P4  übereinstimmt. 
Die  Richtungen  dieser  Mittelkräfte  T  werden  dann  in  den  Dreigelenkbogen 
eingezeichnet,  wobei  Tu  als  Mittelkraft  sowohl  der  auf  die  linke  als  auch  der 

Abb.  244. 


Abb.  244  a. 


.\bb.  244b. 


auf  die  rechte  Bogenhälfte  wirkenden 
Kräfte  durch  den  Stützpunkt  der  beiden 
Scheiben  gehen  muß.  Man  nennt  den 
Kräftezug  Ki,  T,,  Tu,  Tm,  Kr  die  Stütz- 
linie des  Dreigelenkbogens. 

Ist  dann  der  Querschnitt  des  Bogens 
gegeben,  so  kann  die  Spannungsverteilung 
für  irgend  einen  Querschnitt  leicht  mit  Hilfe  der  unter  §4  entwickelten  Kern- 
formeln ermittelt  werden  (Abb.  244). 

Gesucht  sei  z.  B.  die  Spannungsverteilung  für  den  im  Abstände  x  vom 
linken  Auflager  gelegenen  Querschnitt,  der  die  in  Abb.  244a  dargestellte  Form 
habe.     Wir   berechnen    zunächst    die    Kempunktabstände  ko  und    ky  von    der 


Abb.  244  c. 


Tl« 


und  /■„ 


1F„ 
F 


worin   W^, 


Js 

a,i 


.Schwerachse.     Nach   Seite  45    ist   ko  = 

und    TFo  = — .     Js  ist  das  Trägheitsmoment  des  Querschnitts  in  bezug  auf  die 

Schwerachse.  Dann  werden  die  Kernpunkte  0  und  u  in  die  Systemfigur  ein- 
getragen und  die  Kernpunktmomente  Mo  und  Mu  berechnet.  Die  Mittelkraft 
der  links  von  dem  Querschnitt  wirkenden  Kräfte  ist  T,  und  kann  aus  dem 
Krafteck  (Abb.  243)    abgegriffen  werden   (in   dem  Kräftemaßstabe,    in  dem  die 
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Kräfte  P  aufgetragen  sind).  Alsdann  ist  Mo  =  i  1\  ■  tjo  und  Mv  =  +  Tj  ■  i]h  (die 
Momente  sind  positiv,  weil  sie  oben  um  den  Querschnitt  herumdrehen). 

Tvunmehr  wird     a^  = ,5^  = ^V"^  '  ^« 

und  (y,,  =  4-    .j-    z:^  +      ^^-'-    .  ((,,. 

Damit  ist  das  Spannungsdiagramm  bestimmt,  mit  dessen  Hüte  die  Spannung 
für  jeden  Punkt  des  Querschnitts  angegeben  werden  kann  (Abb.  244a). 

Sollen  die  Spannungen  ohne  Zuhilfenahme  des  Kerns  ermittelt  werden, 
so  verfahren  wir  folgendermaßen: 

"Wir  bringen  die  Mittelkraft  1\  der  links  vom  Querschnitt  wirkenden 
Kräfte  A,  H  und  P^  im  Schwerpunkt  des  Querschnitts  noch  zweimal  in  ent- 
gegengesetzter Richtung  an,  wodurch  am  Gleichgewichtszustand  nichts  geändert 
wird,  da  diese  Kräfte  sich  gegenseitig  aufheben  (Abb.  244b).  Alsdann  wirkt 
auf  den  Querschnitt  am. links  abgetrennten  Teil  ein  Kräftepaar  vom  Moment 
Ti-c  und  eine  Einzelkraft  7\.  Das  Moment  l\c  ist  das  Moment  der  am  ab- 
getrennten Teil  wirkenden  Mittelkraft  T^  in  bezug  auf  den  Schwerpunkt  des 
Querschnitts,  wofür  man  auch  das  Moment  der  Seitenkräfte  J,  if  und  P^  setzen 
kann.  Die  Einzelkraft  1\  zerlegen  wir  in  eine  Seitenkraft  A^  nach  Richtung  der 
Tangente  an  die  Schnittstelle,  die  normal  zum  Querschnitt  wirkt  und  daher 
Normalkraft  genannt  wird,  und  in  eine  Seitenkraft  Q,  die  in  die  Querschnitts- 
ebene fällt  und  den  Querschnitt  auf  Abscheren  beansprucht.  Sie  heißt  deshalb 
Scher-  oder  Querkraft  und  fällt  mit  der  Richtung  des  Krümmungsradius 
zusammen. 

Demgemäß  erhält  man  die  Normalkraft  für  den  Querschnitt  eines  Bogen- 
trägers  durch  Projektion  der  am'  abgetrennten  Teil  wirkenden  äußeren  Kräfte 
auf  die  Richtung  der  Tangente,  während  die  Querkraft  gleich  der  Projektion 
dieser  Kräfte  auf  die  Richtung  des  Krümmungsradius  ist.  Bezüglich  des  Vor- 
zeichens merke  man  sich  bei  Berechnung  der  Querkraft,  daß  am  links  ab- 
getrennten Teil  die  nach  oben,  am  rechts  abgetrennten  Teil  die  nach  unten 
gerichteten  Projektionen  als  positiv  anzusetzen  sind.  Man  erhält  dann  von 
beiden  Seiten  aus  das  gleiche  Ergebnis  (vergl.  auch  §  3,  1,  Seite  35).  Das 
Moment  Tj  •  c  und  die  Normalkraft  N  beanspruchen  den  Querschnitt  auf  Normal- 
festigkeit.   Das  Moment  allein  ruft  die  Biegungsspannungen 

Oa    =:z —      .fj^^     und    tf„    =     ' 


hervor,    während    infolge  'der    im    Schwerpunkt    des    Querschnitts    wirkenden 

Normalkraft  N  (Druckkraft)    in   jedem    Flächenelement    des    Querschnitts    die 

N 
gleichen  Druckspannungen   0"'^:= —  ^     entstehen.      Wirken     beide     Einflüsse 

gleichzeitig,  so  erhält  man  nach  dem  Gesetz  von  der  Summierung  der  Einzel- 
Wirkungen  ^^ .  ^         ^,  y  ^, 

Die  Normalkraft  N  findet  man  durch  Projektion  der  am  links  abgetrennten 
Teil  wirkenden  äußeren  Kräfte  auf  die  Richtung  der  an  die  Schnittstelle  gelegten 
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Tangente  (Abb.  244c).  Bringt  man  dann  A^  in  bezug  auf  den  links  abgetrennten 
Teil  vorläufig  als  eine  Zugkraft  an  und  setzt  die  Summe  aller  Kräfte  in  Richtung 
von  N  gleich  Null,  so  erhält  man  die  Gleichung 

N  -\-  Pi  •  cos  («1  -f-  (f)  -j-  Ä  •  sin  ff  -f  H  •  cos  (f  =;  o. 
Hieraus  findet  man 

i\^=  —  [Pj  •  cos  («1  -\-  (p)  -\-  Ä  ■  sin  (p  -\-  II ■  cos  qp]. 

Das  negative  Vorzeichen  besagt,  daß  die  Normalkraft  N  nicht,  wie  zunächst 
angenommen,  eine  Zugkraft,  sondern  eine  Druckkraft  ist. 

Trägt  man  die  errechneten  Spannungen  Oq  und  ö'«  in  irgend  einem  Maß- 
stabe als  Ordinalen  auf  und  verbindet  deren  Endpunkte  geradlinig  miteinander, 
so  entsteht  das  in  Abb.  244a  dargestellte  Spannungsdiagramm,  mit  dessen 
Hilfe  die  Spannung  für  jedes  Flächenelement  des  Querschnitts  angegeben 
werden  kann. 

B.   Eiofliiß  senki'echter  Lasten. 

1.    Ermittlung  der  Stützlinie. 

Das    unter  I   entwickelte  Verfahren    gilt   ganz    allgemein,    also   auch  für 

senkrechte  Lasten.     Es  läßt  sich  jedoch,  falls  letztere  Belastung  vorliegt,  noch 

etwas  vereinfachen,  wie  in  den  folgenden  Entwicklungen  gezeigt  werden  soll. 

Zwecks  Ableitung  der  vereinfachten  Konstruktion   zeichnen  wir  zunächst 

die  Stützlinie  nach  dem  unter  I  beschriebenen  allgemeinen  Verfahren  (Abb.  245). 

Dann  denken  wir  uns  die  Mittel- 
kräfte Bi  und  R2  durch  ihre  auf 
A  und  C  bezw.  B  und  C  ent- 
fallenden Seitenkräfte  ersetzt. 
Die  Seitenkräfte  Si  und  Sr  von 
El  erhalten  wir  mit  Hilfe  eines 
mit  beliebiger  Polweite  §>,  ge- 


'    I  \ 


Abb.  245. 


zeichneten  Seilpolygons  I,  11,  III.  Tragen  wir  in  dieses  die  Schlußlinie  s,  ein  und 
ziehen  durch  0  eine  Parallele  zu  s^,  so  schneidet  diese  von  Bi  die  Seitenkräfte  Si 
und  Sr  ab.  Zu  demselben  Ergebnis  muß  man  aber  offenbar  auch  mit  dem  zu 
der  Polweite  H  gezeichneten  Seilpolygon  Ki,  Tj,  Tjj  gelangen,  indem  man  von 
dem  Pol  Ol  aus  eine  Parallele  zur  Schlußlinie  a  dieses  Seilpolygons  zeichnet, 
die  von  Bi  ebenfalls  die  Seitenkräfte  Si  und  Sr  abschneidet.    Die  durch  Oi  zu  n 
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und  durch  0  zu  5i  gezeichneten  Parallelen  müssen  sich  daher  auf  Äj  schneiden. 
Genau  dasselbe  gilt,  wenn  wir  die  soeben  beschriebene  Konstruktion  zur 
Bestimmung  der  Seitenkräfte  von  B^  anwenden,  für  die  durch  0,  und  0  ge- 
zeichneten Parallelen  zu  h  und  s.^. 

Somit  erhalten  wir  folgende  einfache  Konstruktion  der  Stützlinie  (Abb.  246): 
Wir  zeichnen  zu  den  Kräften  P  mit  beliebiger  Polweite  ■'Pi  das  Seilpolygon  I, 
II,  III,  iV,  V,  tragen  darin  die  den  Gelenkpunkten  A,  B  und  C  entsprechenden 

Schlußlinien  s^  und  5-2  ein  und 
ziehen  0^1|si  und  01i\\s.2-  Dar- 
auf zeichnen  wir  durch  g  eine 
Parallele  zu  a  und  durch  h  eine 
Parallele  zu  b,  die  sich  beide  in 
Ol  schneiden.     Hierauf  werden 


die  Polstrahlen  Ki,  Ti,  T^,  Tj^n  und  Kr  und 
die  dazugehörigen  parallelen  Seilstrahlen  ein- 
gezeichnet,  welche   dann  die  durch  die   drei 

Gelenkpunkte  Ä,  B  und  C  gehende  Stützlinie  bilden.  Die  wagerechte  Seiten- 
kraft H  der  Kräfte  K  und  T  nennen  wir  den  Horizontalschub  des  Drei- 
gelenkbogens,  der  bei  senkrechten  Kräften  P  in  jedem  Querschnitt  gleich 
groß  ist.  Die  Bestimmung  der  Spannungsverteilung  für  irgend  einen  Quer- 
schnitt kann  dann  wieder  nach  dem  unter  I  angegebenen  Verfahren  vorgenommen 
werden. 

2.  Ableitung  allgemeiner  Formeln  für  die  am  Dreigelenkbogen 
wirkenden  statischen  Größen  (Abb.  247). 
Wir  zerlegen  den  Kämpferdnick  Ki  in  eine  senkrechte  Seitenkraft  J. 
und  in  eine  in  die  Richtung  der  Verbindungslinie  der  Kämpfergelenke 
fallende  Seitenkraft  W  (Abb.  274a)  und  setzen  zur  Berechnung  von  A  die 
Summe  der  Momente  aller  am  System  wirkenden  Kräfte  in  bezug  auf  das 
rechte  Auflagergelenk  =0.  Alsdann  schneidet  W  den  Drehpunkt,  fällt  also 
aus  der  Momentengleichung  heraus,  und  wir  erhalten 

^  •  ^  —  Pi  •  &i  —  P2  •  &o  —  P3  •  Ö3  —  P4  .  />,  =  o 

Die  senkrechte  Seitenkraft  des  Kämpferdrucks  7v/  ist  daher  ebenso 
groß  wie  der  Auflagerdruck  A  eines  mit  den  Kräften  P  belasteten 
geraden  Balkens  von  der  Spannweite  l  (Abb.  247b). 
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Zur  Berechnung  von  Mm  verschieben  wir  die  Kratt  H'  in  ihrer  Wirkungs- 
linie, so  daß  der  Angriffspunkt  senkrecht  unter  m  liegt,  und  zerlegen  sie  dort 
in  die  wagerechte  Seitenkraft  H  und  in  die  senkrechte  Seitenkraft  Htga,  die 
alsdann  durch  m.  geht.     Vom  links  abgetrennten  Teil  aus   erhält  man  dann 

Mm  =  Ä    Xm  —  Pi'i  —  H-y^. 


Abb.  247. 


Abb.  247  b. 


Hierin  ist  A  ■  Xm  —  Pi  •  4 
das  Moment  für  den  Punkt  m 
des  geraden  Balkens  i'weil,  wie 
nachgewiesen  wurde,  auch  A 
gleich  dem  Auflagerdruck  des 
geraden  Balkens  ist).  Dieses 
sei  zur  Abkürzung  =  Mom  ge- 
setzt. (Der  Zei- 
ger 0  soll  in  der 
Folge  andeuten, 
daß  es  sich  um 
die  statische 
Größe  eines  ein- 
fachen geraden 
Balkens  han- 
delt.) 


HtgtL 


Abb.  247 


Aldann  wird 


Zur  Berechnung  von  H  benutzen  wir  die  statische  Bedingung,  daß  das 
Biegungsmoment  für  das  Scheitelgelenk  =  o  sein  muß.  Das  Bie- 
gungsmoment für  das  Scheitelgelenk  C  erhält  man  aber  nach  der  für  Mm  ab- 
geleiteten Formel,  wenn  man  für  den  Zeiger  ))i  den  Zeiger  C  und  für  //„,  den 
Hebelarm  /  einsetzt.     Demgemäß  muß  sein 

Mc=^Moc-  N-f=o. 


Hieraus  findet  man 


H  = 


f 


Moc  ist  nach   Abb.  247  b  =  A-  ir  —  Pi  •  c,  —  Po  - 
A-  w  —  Pi  •  C'i  —  P3  •  c^ 


so  daiJ 


H  = 


f 


H'  ist  sodann  ^  H  sec  a  (Abb.  247  a). 

Nunmehr  kann  Ki  als  Mittelkraft  von  A  und  H'  bestimmt  werden. 

Zwecks  Ableitung  einer  Formel  für  die  Querkraft  Q„i  projizieren  wir 
die  links  vom  Querschnitt  m  wirkenden  äußeren  Kräfte  auf  die  Richtung  des 
Krümmungsradius  in  m  (vergl.  die  unter  A  auf  Seite  173  gegebene  Definition 
der  Querkraft). 

Nach  Abb.  248  wirken  am  links  abgetrennten  Teil  A~P^  und  H'.  A—P^ 
ist  die  Querkraft  für  den  Punkt  m  eines  mit  den  Kräften  P  belasteten  geraden 
Balkens  (Abb.  248b).  Sie  sei  =Qom  gesetzt.  H'  werde  ersetzt  durch  seine 
Seitenkräfte  Hund  H  ig  a.     Alsdann   erhalten   wir  die  nach   oben  gerichteten 
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Projektionen  Qo  m- cos  g)m  und  H tg  a  ■  cos  (p,n,  sowie  die  nach  unten  gerichtete 
Projektion  H- sin  q)m  (Abb.  248  a).     Somit  findet  man 

Qm  =  Qom  •  cos  g)„^  —  H-  sin  (p,n  +  H ^g  «  •  COS  cp^ 

=  Qo  m  •  COS  (f,n  —  H  (sin  (p,n  —  tg  ß  .  cos  <f,n). 
Bei  gleich  hoch  liegenden  Kämpfergelenken  wird  a  =  o>   so  daß 

Qni  =   Oo  »i  •  cos  (p,n 

—  jgf.sin  (p^n» 


Abb.  248  a. 


Abb.  248. 


Abb.  248  b. 


3.    Ermittlung  der  Einflußlinien  für  die  am  Dreigelenkbogen 
wirkenden  statischen  Größen. 

Die  Einflußlinie 
für  die  senkrechte  Abb.  249 
Seitenkraft  A  des  lin- 
ken Kämpferdrucks 
stimmt  überein  mit 
der  y^-Linie  eines 
geraden  Balkens,  da 
beide  Kräfte  infolge 
einer  beliebigen  Last- 
stellung gleich  groß 
werden  (Abb.  249  a). 

Die  Einflußlinie 
für  den  Horizont al- 
schub  H  ermitteln 
wir  mittels  der  For- 
Moc 


Abb.  249  a. 


Abb.  249b, 


mel  H  = 


r 


Die 


If- Linie  ist  daher  die 

mit  —  multiplizierte  il/oc!- Linie,  d.  \\.  die  mit  —r-  multiplizierte  Einflußlinie  für 

das  Moment  in  dem  Punkte  C  eines  geraden  Balkens,  also  ein  Dreieck  mit  der 

Spitze  unter  C,    welches    bestimmt    ist    durch    die    unter  den  Auflagern   auf- 

\  w  1  w' 

getragenen  Ordinaten     y   bezw.  —j-  (Abb.  249b). 

Kirohhoff,  Statik.  I.  12 


Abb.  250. 
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Zur  Berechnung  der  iJ/^-Linie  benutzen  wir  die  Formel 

Wir  erhalten  daher  die  ilf,«- Linie,  wenn  wir  von  der  Ifom- Linie  die  mit  //,„ 
multiplizierte  Jf- Linie  abziehen  (Abb.  250a).  Die  7^0  ?«•  Linie  ist  die  Einfluß- 
linie für  das  Moment  in  dem  Punkte  m  eines  geraden  Balkens  von  der  Spann- 
weite des  Dreigelenkbogens,  also  ein  Dreieck  mit  der  Spitze  unter  m,  das 
bestimmt  ist  durch  die  Ordinate  -\-  iXm  unter  dem  linken  Auflager.  Die 
hiervon    abzuziehende  if  • //„.-Linie   ist    ebenfalls    ein   Dreieck   mit   der   Spitze 

1  w 
unter  C,   das  bestimmt  ist  durch  die  Ordinate  —^  •  ym  unter  dem  linken  Auf- 
lager.   Die  Benutzung  dieser  Ordinate  ist  aber  überflüssig,  wenn  man  die  Lage 
des  Nullpunktes  e   der    Einflußlinie    angeben   kann.      Zur   Bestimmung    dieses 

Nullpunktes  stellen 
wir  die  Last  1  t  aut 
der  linken  Bogen - 
hälfte  derart  auf, 
daß  ein  Kämpfer- 
druck Kl  entsteht, 
der  durch  m  geht. 
Da  dann  die  rechte 
Bogenhälfte  unbe- 
lastet ist,  muß  der 
rechte  Kämpferdruck 
Kr  die  Richtung  B-C 
haben  (Abb.  250). 
Ferner  müssen  Ki, 
Kr  und  1  t  sich  in 
einem  Punkte,  dem 
Punkte  E,  schneiden, 
da  sie  miteinander  im  Gleichgewicht  sind.  Berechnet  man  für  diese  Last- 
stellung das  Moment  Mm  von  der  linken  Seite  aus,  so  wird,  da  der  Hebelarm 
von  Kl  für  den  Punkt  m  =  o  ist,  Mm  =  /ir  o  =  o.  Senkrecht  unter  E  liegt  daher 
der  Nullpunkt  e  der  Einflußlinie.  Mit  Hilfe  dieses  Nullpunktes  ist  dann  nach 
Zeichnung  der  Mom-Linie  die  If- //„j- Linie  bestimmt  (Abb.  250a). 

Trägt  man  dann  die  Ordinaten  //i  und  //2  ^^r  Einflußlinie  noch  von  einer 
Geraden  ab,  so  erhält  man  die  in  Abb.  250b  dargestellte  Form  der  3f„i- Linie. 
Der  zwischen  a  und  e  liegende  Teil  der  Einflußlinie  stimmt  dann  überein  mit 
der  3f,„- Linie  eines  geraden  Balkens  von  der  Spannweite  a—e  (Abb.  250c). 
Somit  ergibt  sich  folgende  einfache  Konstruktion  der  Einflußlinie:  Man  ermittle 
zunächst  nach  dem  soeben  beschriebenen  Verfahren  den  Punkt  E,  nehme  dann 
einen  einfachen  Balken  a — e  an  und  zeichne  für  diesen  die  J/,,,- Linie.  Hierauf 
vervollständige  man  die  Einflußlinie  mittels  des  Satzes  von  den  starren  Scheiben. 
Da  der  Dreigelenkbogen  durch  den  durch  ui  geführten  Schnitt  in  drei  starre 
Scheiben  zerfällt,  so  muß  auch  die  Einflußlinie  aus  drei  Geraden  bestehen.') 

^)  Vergl.  Müller -Breslau,  Graphische  Statik,  Bd.  I,  §  23,  Die  Methode  des  stellver- 
tretenden Balkens. 


Abb.  250  a. 


Abb.  250b. 


Abb.  250  c. 
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Entsprechend  werden  die  Einflußlinien  für  Kernpunktmomente  bestimmt. 
An  die  Stelle  des  Punktes  m  treten  dann  die  Kernpunkte  o  und  u  (vergl.  die 
Abb.  251  u.  252). 

Ist  dann  z.  B.  ö'^'''^  d.  h.  die 
größte  Zugspannung  ö"«,  infolge 
gleichmäßig  verteilter  Verkehrs- 
belastung p/ltd.  m  gesucht,  so 
benutzen  wir  die  Formel 
Mo 


+ 


Wu 


und  stellen  dann  die  Verkehrs- 
last nur  über  dem  positiven  Teil 
der  il/o- Linie  auf  (Abb.  251).    So- 


dann  wird  a„ 


W. 


(vergl. 


Abb.  251. 


Seite  84),  worin  F^  der  Flächeninhalt  des  positiven  Teils  der  Einflußfläche  ist: 


tX/) 


2 


"^0      /  i^  I 

—     _     \p^o  ~T~  ^o 


Xq)   — 


1/  /)    •    Jbn 


Daher 


=  + 


Zu  dem  gleichen  Ergebnis 
gelangt  man,  wenn  man  das  Mo- 
ment Mo  als  das  Biegungsmoment 
für  den  Punkt  0  des  mit  p/lfd.  m  be- 
lasteten Balkens  a—e  auffaßt.  Man 

erhält  dann  sofort  Mo  = — — 

(vergl.  Seite  66),   so  daß 


=  + 


M. 


+ 


p  '  Xo  '  Xo 


252. 


W,-'       2  Wu 

Das  Moment  Mo  infolge  des  Eigengewichts  'g/lfä.  m  ist,   da  dieses  über 
dem    ganzen    Dreigelenkbogen    wirkt,    =  g  (i^+  —  F~)    (vergl.   Seite   84).     Der 


Gesamtwert  0;, 


ist  daher 
I 


Wu 


P-Xo 


'''-'+ 9  (F, 


F-) 


Zur  Berechnung  der  §,„-Linie  benutzen  wir  die  Formel 

Qm  —Qo7n-  cos  (f^^  —  H {s'in  Cp„,  —  tg  «  •  COS  (p„^). 

Man  erhält  daher  die  ^,«- Linie,  wenn  man  von  der  mit  cos  ^p«  multiplizierten 
<^om-Linie  die  mit  (sin  gj^  —  iga-cos((m)  multiplizierte  ii"- Linie  abzieht,  die 
nach  Zeichnung  der  ^ow  •  cos  y„j-Linie  durch  den  Nullpunkt  e  bestimmt  ist 
(Abb.  253a),  dessen  Lage  folgendermaßen  ermittelt  wird:  Wir  stellen  die 
Last  1  t  auf  der  linken  Bogenhältte  derart  auf,  daß  ein  Kämpferdruck  Zi  ent- 
steht, der  senkrecht  zum  Krümmungsradius  im  Punkte  m  oder  parallel  zur 
Tangente  an  die  Bogenächse  in  m  gerichtet  ist  (Abb.  253).    Da  dann  die  rechte 
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tlcoy 


Abb.  253. 


Abb.  253a. 


Abb.  253b. 


*rcos%, 


Abb.  253c. 


Bogenhälfte  unbelastet  ist,  so  muß  der  rechte  Kämpferdruck  iTr  die  Richtung  5— C 
haben.  Ferner  müssen  sich  Ki,  Kr  und  1  t  in  einem  Punkte  {E)  schneiden,  da 
.sie  miteinander  im  Gleichgewicht  sind.     Berechnet  man  tür  diese  Laststellung 

die     Querkraft     Q^ 
-?^6==|£s=*cx==s::^  vom      links      abge- 

trennten Teil  aus, 
so  wird,  da  die  ein- 
zige dort  wirkende 
Kraft  Kl  senkrecht 
zum  Krümmungs- 
radius gerichtet  ist, 
ihre  Projektion  auf 
dessen  Richtung  =  o, 
d.  h.  Qm  =  o  (vergl. 
die  Definition  der 
Querkraft  auf  Seite 
173).  Senkrecht  un- 
ter E  liegt  daher 
der  Nullpunkt  e, 
und  zwar  auf  der 
Qom  •  cos  gpm-  Linie. 
Damit  ist  aber 
auch  die  von  der 
^om  •  cos  ^,»  -  Linie  abzuziehende  if  (sin  y„j  —  tg  a  •  cos  y,,,)  -  Linie  bestimmt. 
Trägt  man  dann  die  Ordinalen  ?/i,  %  und  %  der  Einflußlinie  noch  von  einer 
Wagerechten  ab,  so  erhält  man  die  in  Abb.  253b  dargestellte  Form  der 
^j)m-Linie.     Der  zwischen   a    und    e   befindliche  Teil    der    Einflußlinie    stimmt 

mit  der  Q„i  •  cos  (p,,,  -  Linie  eines 
geraden  Balkens  von  der  Spann- 
weite«— e  überein  (Abb.  253c).  Somit 
ergibt  sich  folgende  einfache  Kon- 
struktion der  Einflußlinie:  Man  er- 
mittle zunächst  nach  dem  soeben  be- 
schriebenen Verfahren  den  Punkt  E, 
nehme  dann  einen  einfachen  Balken 
a — e  an  und  zeichne  für  diesen  die 
Qm  ■  cos  g?„i- Linie.  Hierauf  vervoll- 
ständige man  die  Einflußlinie  mit 
Hilfe  des  Salzes  von  den  starren 
Scheiben.  Da  der  Dreigelenkbogen 
durch  -den  durch  m  geführten  Schnitt 
in  drei  starre  Scheiben  zerlegt  ist,  muß  auch  die  Einflußlinie  aus  drei 
Geraden  bestehen. 

Häufig  wird  es  vorkommen,  daß  der  Punkt  E  rechts  vom  Scheitelgelenk 
liegt.  Auch  für  diesen  Fall  ist  die  vorhin  beschriebene  Konstruktion  sinn- 
gemäß anzuwenden   (Abb.  254), 
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Der  Punkt  e  ist  der  Nullpunkt  der  zur  Scheibe  II  gehörenden  Einfluß- 
geraden, die  aber  nur  unter  der  Scheibe  II  benutzt  werden  darf.  Man  beachte 
noch,  daß  hier  der  Punkt  m  zwischen  zwei  Querträgern  liegt,  zwischen  denen 
die  Einflußlinie  geradlinig  verlaufen  muß. 


2.    Der  fachwerkartige  Dreigelenkbogen  (Einflußlinien). 

Die  Berechnung  der  Größtwerte  der  Stabspannkräfte  erfolgt  am  zweck- 
mäßigsten mit  Hilfe  von  Einflußlinien,  die  nachfolgend  hergeleitet  werden 
sollen. 

Mrr. 


Die  Om- Linie  wird  mit  Hilfe  der  Formel  Om  = 


ermittelt,  ist  daher 


gleich  der  mit 


multiplizierten  if« -Linie  (Abb.  255  a). 


Zwecks  Bestimmung  einer 
D-Linie  leiten  wir  uns  zunächst 
für  eine  beliebige  Belastung  eine 
bequeme  Formel  für  die  Spann- 
kraft D  her  (Abb.  3o6).  Wir  füh- 
ren den  Ritterschen  Schnitt  und 
benutzen  am  links  abgetrennten 
Teil  eine  Momentengleichung  für 
den  Punkt  i.    Es  muß  daher  sein: 

D  '  ri  +  H' iji^ F,-  hi-  A- Xi  =  o, 

woraus 

A-Xi  —  Pi-  bi       E-  yi 


D  = 


Hierin  ist 


Abb.  255  a 


Ä  •  00%  ^^~  X|  •  Oi 


die  Diagonalspannkraft  für   einen  einfachen   Balken 


von  der  Spannweite  des  Dreigelenkbogens,  wie  aus  Abb.  356a  zu  ersehen  ist.  Be- 
zeichnet man  diese  Spannkraft  mit  Do  und  benutzt  eine  Momentengleichung 
für  den  Punkt  i,  so  erhält  man 


Mithin  wird 


D  =  Do 


o,  woraus  Do  ^^ 


Man  erhält  daher  die  D- Linie,  wenn  man  von  der  D^-Linie  (in  Abb.  256c 


in    roter    Farbe     gezeichnet)     die 


•Linie  abzieht.     Letztere  ist  hierbei 


wieder  durch  den  Nullpunkt  e  bestimmt,  der  senkrecht  unter  der  Laststellung 
liegt,  die  in  D  die  Spannkraft  0  hervorbringt.  Diese  Laststellung  finden  wir 
folgendermaßen:  "Wir  stellen  die  Last  1  t  auf  der  linken  Bogenhälfte  derart 
auf,  daß  ein  Kämpferdruck  Ki  entsteht,  der  durch  i  geht  (Abb.  256b).  Da. 
dann  die  rechte  Bogenhälfte  unbelastet  ist,  muß  der  rechte  Kämpferdruck  Kr 
durch  das  Scheitelgelenk  gehen  und  sich  mit  Ki  und  1  t  in  einem  Punkte  {E) 
schneiden,  da  alle  drei  Kräfte  miteinander  im  Gleichwicht  sind.     Setzt  man 
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Abb.  256. 


Abb.  256a. 


Abb.  256b. 


nun  für  diese  Belastung  am  links  abgetrennten  Teil   eine  Momentengleichung 
für  den  Punkt  i  an,  so  muß,  da  Ki  durch  i  geht,  D-n  =  o  sein.     Da  n  nicht 

-=  o  ist,  muß  D  =  o 
werden.  Senkrecht 
unter  der  Last  liegt 
daher  der  Nullpunkt  c 
der  Einflußlinie. 

Trägt  man  dann 
noch  die  Ordinaten 
Tii,  %  und  %  von 
einer  Wagerechten 
ab,  so  erhält  man 
die  in  Abb.  256  d 
dargestellte  Einfluß- 
linie. Der  zwischen 
a  und  e  befindliche 
Teil  dieser  Einfluß- 
linie hat  dabei. die 
Form  der  Z)- Linie 
für  einen  einfachen 
Balken  von  der 
Spannweite  a  —  e. 
Daraus  ergibt  sich 
folgende  einfache 
Konstruktion  der 
Einflußlinie : 

Man  ermittle 
zunächst  nach  der 
soeben  beschriebe- 
nenKonstruktionden 
Punkt  E,  zeichne 
dann  die  D  -  Linie 
für  einen  einfachen 
Balken  a—e  und  ver- 
vollständige die  Ein- 
flußlinie mittels  des 
Satzes  von  den  star- 
ren Scheiben.  Sinn- 
gemäß sind  die  Ein- 
flußlinien für  Spannkräfte  in  den  Vertikalen  zu  behandeln  (Abb.  257)- 

Nach  Bestimmung  des  Punktes  E  zeichne   man  zunächst  für  einen  ein- 
fachen Balken  a—e  (Abb.  257  a)  die   F- Linie,  trage  also  unter  dem  Auflager  a 

die    Ordinate  —    ^  ^^     auf  und  zeichne  die  Gerade  h  —  e  (Abb.  257  b).     Diese 

Cli 

bringe    man    dann    zum   Schnitt    mit    der  Senkrechten    durch   /  in  i',  verbinde 
i'  mit  a,  lote  die  Querträger  des  Schnittfeldes  auf  die  so  gefundenen  Geraden 


Abb.  256c. 


Abb.  256d. 
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herunter  und  verbinde  diese  Punkte  geradlinig  miteinander.     Alsdann   vervoll- 
ständige man  die  Einflußlinie  mit  Hilfe  des  Satzes  von  den  starren  Scheiben. 

In  den  Abb.  258 
u.  259  sind  die  D- 
Linien  noch  für  an- 
dere mögliche  La- 
gen der  Punkte  E 
bezw.  i  dargestellt. 
Man  merke  sich,  daß 
die  durch. den  Null- 
punkt e  gehende,  der 
starren  Scheibe  II 
entsprechende  Ge- 
rade 11  von  der 
Senkrechten  durch 
das  Auflager  a  des 
stellvertretenden 


Abb.  257. 


Abb.  257a. 


die 

ab- 

n 

und   sich 
durch    a 


Abb.  257b. 


Balkens     a — e 
Ordinate 

schneiden 

mit     der 

gehenden,  der  starren  Scheibe  I   entsprechenden  Geraden  I  senkrecht  unter  i 

schneiden  muß  (vergl.  namentlich  Abb.  258,  wo  im  Gegensatz  zu  den  bisherigen 

Einflußlinien  a  rechts  und  e  links  liegt). 

Ist  man  im 
Zweifel  über  die       !\"-^^  Abb.  258. 

Vorzeichen  der 
Einflußlinie,  so 
bringe  man  die 
Last  1  t  im  Schei- 
telgelenk an,  wo- 
durch die  in  den 
Abb.  258  u.  259  in 
roter  Farbe  einge 
zeichneten  Kämp- 
ferdrücke El  und 
Er  entstehen,  und 
berechne  am  links 
abgetrennten  Teil 
die  Spannkraft  D 
durch  eine  Mo- 
mentengleichung für  den  Drehpunkt  i 


D  ■  i\  +  Kl  ■  l-i  =  o,  so  daß  i)  :=  — 


So  ergibt  sich  z.  B.  für  Abb.  258 
Kl  •  Jci 
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und  für  Abb.  259 

D  -n  —  Kl-  Jci  =  o,  woraus  D  =i -\-  Ki 


D.  h.  senkrecht  unter  der  Last  1  t  muß  das  Vorzeichen  der  Ordinate  in  Abb.  258 
negativ  und  in  Abb.  259  positiv  sein. 

Endlich  möge  noch  der  Fall  angenommen  werden,  daß  i  im  Unendlichen 
liegt.     Der  Fall  tritt  ein,   wenn  die  vom  Ritterschen  Schnitt  getroffenen  Gurt- 
stäbe parallel  verlaufen   (Abb.  260).     Alsdann  ist 
das  bisherige  Verfahren  nicht  mehr  anwendbar,  da 
dann  Xi  und  r»  unendlich  groß  werden. 

Wir  leiten 
uns  zunächst 
für  eine  belie- 
bige Belastung 
eine  für  die  Be- 


Abb.  259. 


Stimmung  der  Einflußlinie  bequeme  Formel  her,  und  zwar  mittels  der  am  links 
abgetrennten  Teil  angesetzten  Gleichgewichtsbedingung:  ,, Summe  aller  Kräfte 
senkrecht  zur  Richtung  der  vom  Schnitt  getroffenen  Gurtstäbe  muß  =0  sein". 

Dann  fallen  0  und  U  aus  der  Gleich- 


Abb.  260. 


Abb.  260  a. 


gewichtsbedingung  heraus  und  die 
Projektion  der  am  abgetrennten  Teil 
wirkenden  äußeren  Kräfte  auf  die  zu 
den  Gurtstäben  senkrechte  Richtung 
ist  gleich  der  Querkraft  für  das 
Schnittfeld.  Da  diese  nach  oben 
(vergl.  §  9,  1,  A,  Seite  173),  die  Seiten- 
kraft D  •  sin  a  von  der  vorläufig  als 
Zugkraft  angenommenen  Spannkraft!) 
aber  nach  unten  gerichtet  ist,  so  er- 
halten wir  die  Gleichung 

D  •  s'm  (X  —  Q  =  o 

Q 


D  =  + 


sm  ci 


Die  D-Linie  (Abb.  260a)  ist  daher  die  mit  -r-— 
^  ^  sm  a 

auch  Abb.  254). 


multiplizierte  Q-Linie  (vergl. 
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Sinngemäß  wird  die  7- Linie  (Abb.  261)  hergeleitet.  Es  sei  hier  ange- 
nommen, daß  V  senkrecht  zur  Richtung  der  vom  Ritterschen  Schnitt  getroffenen 
Gurtstäbe  verläuft.  ^^..ff,c/>w''? 

Die  am  links  abge- 
trennten  Teil    an- 
gesetzte Gleichge- 
wichtsbedingung 
,, Summe  aller 

Kräfte  senkrecht 
zu  den  vom  Ritter- 
schen Schnitt  ge- 
troffenen paralle- 
le n  Gurtstäben 
=:  o"  •  liefert  dann 
die  Gleichung 

Die  7- Linie  ist  daher  die  mit  —  1  multiplizierte  Q -Linie  (vergl.  auch  Abb,  254). 


Ausnahmefälle. 

Zur  Berechnung  von  V^  führen  wir  den  Schnitt  I— I  (Abb.  262)  und  s 
am  links   abgetrennten  Teil  eine  Momentengleichung  für  den  Drehpunkt 


etzen 
2  an 


l2_ 

a 


Abb.  262. 


Man  erhält  also 
die  7i- Linie,  wenn  man 
zu  der  mit  —  1  multi- 
plizierten   A  -  Linie    die 

JT-  -—-Linie  addiert  (Ab- 

bild.  262  a).  Letztere  ist 
durch  den  Nullpunkt  e 
bestimmt,  der  senkrecht 
unter  E  liegt.  Bringt 
man  nämlich  in  E  die 
Last  1  t  an,  die  die 
Kämpferdrücke  Ei  und 
Kr  hervorruft,  von  denen 
El  durch  den  Momenten- 
drehpunkt 2  geht,  und 
benutzt  am  links  abge- 
trennten Teil  eine  Mo- 
mentengleichung für  den 
Drehpunkt  2,  so  erhält 
man    7,  •  a  =-  o.     Da  a 


Abb.  262  a 


Abb.  262  b. 


Abb.  262  c 


Abb.  202  0 
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nicht  =  o  ist,  muß  Fj  =  o  werden.  Die  Last  i  t  in  £  bringt  daher  V^  =  o 
hervor,  so  daß  senkrecht  unter  E  der  Nullpunkt  e  liegt. 

Zur  Berechnung  von  Ui  setzen  wir  an  demselben  abgetrennten  Teil  die 
Summe  aller  wagerechten  Kräfte  ==o:  Ui- cos  y^-\- H  =  o;  Ui  =  —  H-secy-^. 
Die  LVLinie  ist  daher  die  mit  —  sec  ;'i  multiplizierte  ü- Linie  (Abb.  262  b). 

Zur  Bestimmung  von  U.j  führen  wir  den  Schnitt  II — II  und  benutzen  am 
links  abgetrennten  Teil  eine  Momentengleichung  für  den  Punkt  1. 

U, .  r,  4-  // .  yi  =  o;      U.2  =  —  ^^4^ • 


Die  C/.,- Linie  ist  daher  die  mit 


2/1 


multiplizierte  iT- Linie  (Abb.  262c). 


Zur  Berechnung  von  D^  setzen  wir    an  demselben    abgetrennten  Teil  die 
Summe  der  Momente  für  den  Punkt  i  =  o.     Es  muß  also  sein 


Die  D-Linie  ist  daher  die  mit 


Vi 


multiplizierte  Jf- Linie  (Abb.  262  d).    Auch 


die  Dg-Lihie  weicht  von  der  normalen  Form  der  D-Linie  ab  (Abb.  263).  Steht 
die  Last  1  t  irgendwo  rechts  vom  Schnittfeld,  so  erhalten  wir  durch  eine  am 
links  abgetrennten  Teil  für  den  Punkt  i  angesetzte  Momentengleichung 

i)2-r,  +  H-iji—  A'Xi  —  O 

T;  Vi 


D,= 


Rechts    vom     Schnittfeld     ist     daher    die    Dj- Linie     die    Differenz     der 

Linie 


— —^ -Linie  und  der ^' -Linie.    Letztere  ist  nach  Zeichnung  der 


Abb.  263. 


durch  den  senkrecht 
unter  JE  liegenden  Null- 
punkt e  bestimmt  (Ab- 
bild. 263  a).  Die  durch 
E  gehende  Last  1  t  ruft 
nämlich  die  Kämpfer- 
drücke Kl  und  Kr  her- 
vor, von' denen  Ki  durch 
i  geht.  Die  am  links 
abgetrennten  Teil  für 
den  Punkt  /  aufgestellte 

Momentengleichung 
lautet  sodann  Dg  •  ri  —  o. 
Da  n  nicht  =  o  ist,  muß 
D2  =  o  sein.  Senkrecht 
unter  E  liegt  daher  der 
Nullpunkt  e  der  Ein- 
flußlinie. Die  auf  dem 
Querträger  /  stehende  Last  1  t  ruft  ebenfalls  D2  =  o  hervor,  da  diese  Last 
senkrecht    über    dem    Widerlager     steht,     den    Träger    also    nicht    belastet, 


Abb.  263  a. 


Abb.  263  b. 
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Zwischen  den  Querträgern  l  und  r  muß  dann  die  Einflußlinie  geradlinig 
verlaufen. 

Trägt  man  die  Ordinaten  »/i  und  ^2  von  einer  Wagerechten  ab,  so  entsteht 
die  in  Abb.  263b  dargestellte  Form  der  Einflußlinie. 

Zur  Übung  wird  dem  Leser  noch  empfohlen,  auch  die  Einflußlinien  für 
Dg,  0  und  U  (Abb.  263)  herzuleiten,  was  nach  dem  Vorangegangenen  keine 
Schwierigkeiten  mehr  bereitet. 


3.    Der  Dreigelenkbogen    mit    überkragenden  Enden    und   Schleppträgern 

(Einflußlinien). 

In  Abb.  264  ist  ein  Dreigelenkbogen  mit  überkragenden  Enden  dargestellt, 
mit  denen  auf  beiden  Seiten  Schleppträger  gelenkig  verbunden  sind.  Die  den 
Gelenken  gegenüber  liegenden  Gurtstäbe  müssen,  damit  die  Schleppträger  sich 


Abb.  264. 


Abb.  264a. 


um    die   mit   ihnen  verbundenen  Kragträger  drehen   können,    als  Blindstäbe 
ausgebildet  sein,  d.  h.  als  Stäbe,   die  an  ihrem  einen  Ende    fest  vernietet  sind, 

Abb.  265. 


Abb.  265  a 


^^^g^^F^ 


während  das  andere  Ende  durch  Schraubenbolzen  angeschlossen  ist,  die  durch 
Langlöcher  gehen.  Dadurch  bleiben  diese  Stäbe  spannungslos  und  ermöglichen 
die  Drehung  von  Schlepp-  und  Kragtij-äger   gegeneinander.     Statisch    sind    sie 
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daher  als  nicht  vorhanden  anzusehen,  werden  also  nur  des  besseren  Aussehens 
halber  angeordnet. 

Steht  eine  Last  über  der  Mittelöffnung,  so  werden  die  Kragarme  und 
Schleppträger  spannungslos,  da  sie  unbelastet  sind.  Der  in  Abb.  264  durch 
kräftige  Linien  dargestellte  Teil  des  Systems  wird  dann  wie  ein  gewöhnlicher 
Dreigelenkbogen    beansprucht.     Es    gelten    daher    für    die    an    diesem  Teil    in 

Abb.  266. 


ll^ 


Betracht  kommenden  statischen  Größen 
(Horizontalschub,  Momente,  Querkräfte, 
Stabspannkräfte)  die  für  einen  gewöhn- 
lichen Dreigelenkbogen  hergeleiteten 
Einflußlinien,  die  dann  durch  Anwendung  des  Satzes  von  den  starren  Scheiben 
für  die  Kragarme  und  Schleppträger  leicht  vervollständigt  werden  können. 
Man  zeichne  daher  zunächst  die  der  betreffenden  statischen  Größe  des  Drei- 
gelenkbogens  entsprechende  Einflußlinie  und  verlängere  dann  die  Einflußgeraden 
soweit,  wie  die  zugehörigen  starren  Scheiben  reichen,  wodurch  zugleich  auch 
die  den  Schleppträgern  entsprechenden  Einflußgeraden  bestimmt  sind. 

Nach  diesem  Verfahren  wurde  die  in  Abb.  264  a  dargestellte  jfiT- Linie 
gefunden.  Die  Abb.  265  a  u.  266  a  zeigen  die  Einflußlinien  für  eine  Untergurt- 
und  Diagonalspannkraft. 


4.    Der  vollwandige  Dreigelenkbogen  mit  aufgehobenem  Horizontalschub. 
A.   Der  Bogen  mit  wagerechtem  Zngband  (Abb.  267). 
Der  Bogen  erhält  ein  festes  und  ein  bewegliches  Auflager,  so  daß  infolge 

senkrechter    Lasten    nur    senkrechte    Auflagerdrücke    entstehen,    die    mit    den 

Auflagerdrücken  eines  gewöhnlichen 
Balkens  auf  zwei  Stützen  überein- 
stimmen. Ein  Horizontalschüb  tritt 
nicht  auf.  Er  ist  hier  ersetzt  durch 
die  Spannkraft  H  im  Zugband.  Sämt- 
liche für  den  Dreigelenkbogen  herge- 
leiteten Einflußlinien  gelten  auch  hier, 

da    die    Formeln    für    die    entsprechenden    statischen   Größen    beider   Systeme 

miteinander  übereinstimmen.     So  ist  z.  B. 
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Q„,  =  Q„-,„  •  cos  y,„  —  JJ .  sin  r/),,,. 


/ 


B.   Der  Bogen  mit  gesprengtem  Znghaud. 

1.   Ableitung  allgemeiner  Formeln  für  die  statischen  Größen. 
Die  Auflagerdrücke  A  und  B  stimmen  wieder  mit  den  Auflagerdrücl^en 
eines  einfachen  Balkens  überein.     Zur  Berechnung  von  Mm  führen  wir  durch  m 
einen  senkrechten   Schnitt   (Abb.  268), 
zerlegen    die    vom    Schnitt    getroffene 
Spannkraft   S    im    Zugband    senkrecht 
unter  m  in   die  beiden  Seitenkräfte  H 
(wagerecht)  und  H-  tga  (senkrecht)  und 
berechnen  Mm  vom  links  abgetrennten 
Teil   aus.     Da  H-iga   durch   m   geht, 
also    keinen  Einfluß    auf   Mm   hat,   er- 
halten wir 

M^  =  A'Xm  —  Px-^i  —  H-Vm  —  Mo,n—B'  «/„,. 

Für  den  Gelenkpunkt  G  erhält  man  sinngemäß  das  Moment  Mc  =  Moc 
—  H  ■  f.  Da  das  Biegungsmoment  im  Scheitelgelenk  =  o  sein  muß,  so  besteht 
die  Gleichung  -mj 


Abb.  2 


Mo, 


Hf—o-     H  = 


f 


^-PrU 


Für  die  Spannkraft  S  im  Zugband  findet  man  sodann  S=  H-  seca. 

Die  Querkraft 
Qm  erhalten  wir 
durch  Projektion 
der  am  links  ab- 
getrennten Teil  wir- 
kenden Kräfte  auf 
die  Richtung  des 
Krümmungsradius 
in  VI  (Abb.  269  a; 
vergl.  auch  Abb.  248a,  Seite  177J.     Demnach  wird 

Q„,  —  Qo,u  •  cos  (p„,  -\- H-tga- cos  (pm  —  H-  sin  y.„, 
=  Qon,  •  COS  (f,„  —  H  (sin  (f„,  —  tg  «  .  cos  </,„). 


2.    Berechnung  der  Einflußlinien  für  die  statischen  Größen 

a)   Die  H- Linie. 

Moc 


Abb.  269. 


Abb.  269  a. 


Da  H 


r 


so   ist  die  i?-Linie    die  mit    -„    multiplizierte  il/oC-Linie 


(Abb.  270a),  d.  i.  ein  Dreieck  mit  der  Spitze  unter  C,  das   bestimmt  ist  durch 
die  Ordinate      -.-     unter  dem  linken  bezw.    ^  unter  dem    rechten  Auflager. 
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Da  S  —  H-seca,  so  ist  die  /S-Linie  die  mit  sec  a  multiplizierte  ff-Linie. 


An    die    Stelle    der    Ordinaten 


1  10 


bezw. 


1   10' 


Abb.  270. 


Abb.  270a. 


treten  daher   die    Ordinaten 
-j-  •  sec  «  bezw.  — ~ —  sec  a. 

Führt  man  einen  Schnitt 
um  den  Knoten  t,  so  müssen 
sich  an  dem  abgetrennten 
Knoten  die  Kräfte  S,  Fund 
Si  das  Gleichgewicht  halten, 
d.  h.  ein  Dreieck  mit  steti- 
gem Umfahrungssinn  bil- 
den (Abb.  270b).  Es  wird 
daher 
V=II-tgcc-^H'tgß 

=  II{tg<x^tgß). 
Die   F-Linie  ist  daher  die  mit  tga-j-tgß  multiplizierte  i^- Linie.    An  die  Stelle 

1  IV  1  w' 

der    Ordinaten       ,.      bezw.       „—  der  If- Linie   treten   daher  die   Ordinaten 

y^  (tg  a  +  tg  ß)  bezw.  —  (tg  a-}-tgß). 

b)    Die  3f»ij- Linie. 

Da  Mm  =  Mom  —  H-ym,  so  erhalten  wir  die  iim-Linie,  wenn  wir  von 
der  il/owi-Linie  die  JI ■  //m-Linie  abziehen  (Abb.  271  a).  Letztere  ist  wieder  durch 
den  Nullpunkt  e  bestimmt,  der  senkrecht  unter  E  liegt  (Abb.  271). 

Berechnet  man  näm- 
lich das  Moment  Mom  in- 
folge der  Last  1  t  in  E 
mit  Hilfe  eines  Seilpoly- 
gons mit  den  Seilstrahlen 
1  und  2  und  der  Schluß- 
linie s  und  zieht  in  dem 
zugehörigen  Kräftepoly- 
gon (Abb.  271c)  durch 
den    Pol  0    die    Parallele 


Abb.  27  r. 


Abb.  271  a. 


Abb.  271b. 


Abb.  271  c. 

ZU  s,  so  schneidet  diese  von  der  Last  1  t  die  Auflagerdrücke  A  und  B  ab.     In 
den  ähnlichen  Dreiecken   Imr  und   Ohc  (Abb.  271  u.  271c)    verhält  sich  nun 
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Mo, 


Nun  ist  aber 

M^  —  Mo, 

Ferner  ist 


H-y,n^Ax„,  —  li-  ij,n  =  H'  -ym  —  H'  y,n. 
Mqc  _  B-^v' 
f     "       f 


H= 


und  in  den  ähnlichen  Dreiecken  ghC  und  Ocd  verhält  sich 


'W 


B   -    f 

—  H'-ym 


,  so  daß  JEr'  = 


B  •  IV' 
f 


—  H, 


Abb.  272. 


Abb.  272a. 


Daher  Mm  —  N  ■  ym  —  H ■  ym  —  H-  ym  —  H-  ym  —  o. 

Die  Last  1  t  in  ^  hat  daher  das  Moment  Mm  =  o  zur  Folge.  Senkrecht 
unter  E  liegt  also  der  Nullpunkt  der  lf„j- Linie. 

Trägt  man  dann  die  Ordinalen  ^,  und  7/9  von  einer  Wagerechten  ab,  so 
entsteht  die  in  Abb.  271b  dargestellte  Form  der  Einflußlinie.  Der  zwischen  a 
und  e   gelegene  Teil   der 

Einflußlinie  hat  dabei  die  n         ^^i^;'-''^!^"^"^^^^?:^^  # 

Form  der  Mm -Linie  eines 
einfachen  Balkens  von  der 
Spannweite  a — e.  Daraus 
ergibt  sich  folgende  ein- 
fache Konstruktion  der 
Einflußlinie: 

Man  ermittle  zu- 
nächst nach  der  in  Abb.  271 
dargestellten  Konstruktion 
den  Punkt  E,  nehme  dann 
einen  einfachen  Balken  a-t^ 
an  und  zeichne  die  i¥„j- 
Linie  für  diesen  Balken. 
Alsdann  vervollständige 
man  die  Einflußlinie  mit- 
tels des  Satzes  von  den 
starren  Scheiben. 

\     »>•       ^         T  •     •  '     \  flichtung  ^onQ^ 

c)    Die  Qm- Linie.  \  \ 

*  \  b 

Die  ()„j- Linie  finden  wir  mittels  der  Formel 

Qm  =  Qom  •  cos  if^  --  H^s'in  ^^m  —  tg  «  •  COS  (f„), 

indem  wir  von  der  ^om  •  cos  ^^w  Linie   die  H  {sin  (f,n 

—  tgß- cos  ^,„)- Linie    abziehen.      Letztere    ist    nach 

Zeichnung   der   ^0»»  •  cos  ^m-Linie  bestimmt,    sobald 

der  Nullpunkt  e  der  Einflußlinie  bekannt  ist.    Dieser 

liegt  senkrecht  unter  E  (die  Konstruktion  von  E  ist 

aus  Abb.  272  ersichtlich),  wie  nachfolgend  bewiesen 

wird.     Wir  stellen  die  Last  1  t  in  ^  auf  und  zeichnen   das  Seilpolygon  i  —  2 

(Abb.  272)  zu  dem  dazugehörigen  Kräftepolygon  mit  der  Polweite  Jf'  (Abb.  272  c). 


Abb.  272b. 


-Trr"''     'H-^m  ■ 


Abb.  272c. 
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Ziehen  wir  dann  durch  den  Pol  des  Kräftepolygdns  eine  Parallele  zur  Schlufl- 
linie  s  des  Seilpolygons  i  —  2,  so  teilt  diese  die  Kraft  1  t  in  die  Auflagerdrücke 
A  und  B.  Ä  ist  dabei  =  Qom,  folglich  g—  c=  Qom-  cos  (p^.  In  den  ähnlichen 
Dreiecken  Oci'  und  kC^i  in  Abb.  272c  u.  272  muß  sich  verhalten 

^  _  «^ *  .    jT^—  B'io'  _  Mqc 
B 


^H. 


/■  '  f  f 

In  dem  rechtwinkligen  Dreieck  Odh  (Abb.  256c)  ist  sodann 


h  —  d==^H-tg(p„ 


und 


h—d  =  H-tg  (p^-  cos  (f„i=zH- 


sm  g)„ 


cos  (fr,i=^  H-  sin  (pj, 


cos  y„. 

Ferner  ist  c  —  d  =■  H -  tg a  nnd  d— 0  =z  H-tg  a  •  cos(pjn. 

Nun  ist    Qm  — Qom- cos  (p^—(I{- sin  (p^  — H-tga -cos  (f^) 

=:^g~c  —  {}i^d  —  d  —  o)—0  (Abb.  272c). 
Die  Last  1  t  in  jEJ  bringt  daher  Qm  =  o  hervor.     Senkrecht  unter  E  liegt  also 
der  Nullpunkt  der  Einflußlinie. 

Trägt  man  dann  die  Ordinaten  rji ,  %  und  ^3  noch  von  einer  Wagerechten 
ab,  so  entsteht  die  in  Abb.  272b  dargestellte  Form  der  Einflußlinie,  in  welcher 

der    zwischen   a    und    e    befindliche 
^.77    _  j  Teil  die  Form  der  Qm  •  cos  (pm  •  Linie 

für  einen  einfachen  Balken  a — e  hat. 
Daraus  ergibt  sich  folgende  einfache 
Konstruktion: 

Man  ermittle  zunächst  nach  der 
in  Abb.  272  durchgeführten  Konstruk- 
tion den  Punkt  E,  nehme  dann  einen 
einfachen  Balken  a  —  e  an,  zeichne 
für  diesen  die  Qom  •  cos  fPm-^inx& 
und  vervollständige  die  Einflußlinie 
ll-"'"''  Abb.  273.  mittels  des    Satzes   von    den    starren 

Scheiben. 
In  Abb.  273    ist    die   ^„j-Linie    noch    für    den   Fall    dargestellt,    daß    der 
Punkt  E  rechts  vom  Scheitelgelenk  und  m  zwischen  zwei  Querträgern   liegt. 


X-^ 

^ 

-<^=^ 

-^'^\         \ 

k 

1  ^.-T 

fX-^ 

1            ' 

1            1 

r 

'            i"^ 

A                   i              J 

L  ■■ 

^ 

Ulcoscf.^ 


3.    Einfluß  beliebig  schräg  gerichteter  Lasten. 

Gesucht  sei  die  Spannungsverteilung  für  den  im  Abstände  x  vom  linken 
Auflager  gelegenen  Querschnitt  (Abb.  274). 

E  sei  die  Mittelkraft  der  schrägen  Kräfte  P.  Der  Auflagerdruck  A  ist 
seiner  Richtung  nach  bestimmt  durch  die  Bedingung,  daß  sich  A,  R  und  B  in 
einem  Punkte  schneiden  müssen.  Die  Größe  von  A  finden  wir  dann  entweder 
zeichnerisch  durch  Zerlegung  von  R  nach  den  Richtungen  von  A  und  B 
(Abb.  274a)  oder  rechnerisch  durch  eine  Momentengleichung  für  den  rechten 
Auflagerpunkt  r: 

Ä-a  —  R-hr^=o;    A=z -^. 
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Ebenso    ergibt    sich    B   durch    eine    Momentengleichung    für    den    linken 
Auflagerpunkt  l:  r>    z 

R.bi^o;     B--     -"■^' 


Bl 


l 


Der  Querschnitt  sei  gegeben  (Abb.  274b).     Die  Kernpunkte  0  und  u  haben 


die  Abstände 


K  —  ^rp    =  - — J-.    und  k,, 


Wo 

F 


ao-F 


von  der  wagerechten  Schwerachse.  Hierin  ist  Js  das  Trägheitsmoment  des 
Querschnitts  in  bezug  auf  die  wagerechte  Schwerachse,  F  der  Flächeninhalt 
des  Querschnitts.     Die   Randspannungen  werden    dann    bestimmt   mittels    der 

Formeln  jj^  j^^ 

und  (r„  =  -|- 


ÖU  = 


W„ 


W« 


Mu  und  Mo.  d.  h.  die  Kernpunktmomente 
für  die  Kernpunkte  u  und  0,  werden  am 
zweckmäßigsten  vom  links  abgetrennten 


Abb.  274 


Abb.  274b. 


Teil   aus  berechnet,   an  welchem  außer  A  noch  die  Spannkraft  S  im  Zugband 
wirkt.     Man  findet  daher 


Hierin  ist 


^u  —  —  Ä-rju  —  S-yu  und  Mo=^  —  Ä  -  tjo  —  S  •  i/c 
S—IIseca  und  //=  ^"^  —        ^'^ 


(Man  beachte  die  negativen  Vorzeichen  der  Momente,  da  die  Kräfte  unten  um 
die  Drehpunkte  0,  u  bezw.  C  herumdrehen.  Vergl.  die  unter  §  3,  1,  a,  Seite  35 
gegebene  Vorzeichenregel.)  Setzen  wir  diese  Werte  in  die  für  ao  und  «r«  auf- 
gestellten Formeln  ein,  so  erhält  man 


R-b,. 


ö'o=H- 


Vu 


E-hr 


f 


•  sec  a  •  y^ 


W. 


_R-hr    ( 

~  a-Wo  V 


Kirohhoff,  Statik.  I 


Vu  •  sec 


13 


^) 
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B-h, 

a 


no 


G„  —  — 


B'hr 


m, 


f 


-  •  sec  «  •  yo 


a-W, 


^  Uo  —  y  •  ?/o  •  sec  aj 


00  wird  eine  Zug-  und  ö"«  eine  Druckspannung. 

Die   errechneten  Spannungen  sind   in  Abb.  274b   von   einer   Geraden   ab- 
getragen,   womit    das    Spannungsdiagramm    bestimmt    ist.     Alsdann   kann    für 

jeden  Punkt  des  Quer- 
schnitts die  Spannung  an- 
gegeben werden,  womit 
die  Autgabe  gelöst  ist. 

Gesucht  sei  ferner 
die  Spannungsverteilung 
für  den  im  Abstände  x 
vom  rechten  Auflager  ge- 
legenen Querschnitt,  wenn 
die  Lasten  von  der  Seite 
des  festen  Auflagers  her 
wirken  (Abb.  275).  Ge- 
geben sei  wieder  der 
Querschnitt  mit  den  Kern- 
punkten o  und  n  in  den 
Abständen 


-m*j 


W 

7      ''u    


und 


tCj,  — 


F 


Js 


J.<i 


Abb.  273  b. 


F  -  üo'F 
von  ■    der       wagerechten 
Schwerachse. 

Die      Kernpunktmo- 
mente   findet    man    jetzt 
am  schnellsten  vom  rechts  abgetrennten  Teil  aus,    an  dem   außer  B  nur  noch 
die  Spannkraft  S  im  Zugband  wirkt. 
Es  wird  daher 

Mo  —  B-Xo  —  S'  yo  und  Mu  =  B-  .r„  —  S  •  tju. 

-y-  und  S=^Hseca, 

Moc       B-tv'       B-hrtv' 


Hierin  ist 


B  —  R 


V  H: 

Somit  erhält  man 

R-bi-W 
_  Mu  __      l'f 


i-f 


sec  a  •  y, 


Wo 


"""       B-hfiü'  \ 


I9r, 


<^u 


R-hi-w' 


sec  a-yo 


R'bi 
l 


W 


^^  R-li(w'  \ 


<ro  wird  eine  Zug-  und  cr„  eine  Druckspannung. 

In  Abb.  275  a  ist  das  Spannungsdiagramm  dargestellt. 

In  Abb.  275b  sind  die  Auflagerdrücke  A  und  B  noch  zeichnerisch  durch 
Zerlegung  der  gegebenen  Mittelkraft  R  nach  den  Richtungen  von  A  und  B 
ermittelt. 


5.   Der  fachwerkartige  Dreigelenkbogen  mit  aufgehobenem  Horizontalschub. 
A.   Der  Bog:eu  mit  wagerechtem  Zugliaitd    Abb.  276). 

Der  Bogen  wird  wie  ein  gewöhnlicher  Dreigelenkbogen  beansprucht, 
übt  jedoch  keinen  Schub  auf  die  Widerlager  aus,  da  dieser  vom  Zugband 
aufgenommen  wird.  Infolge 
senkrechter  Lasten  entstehen 
daher  nur  senkrechte  Auf- 
lagerdrücke A  und  B.  Alle 
für  den  Dreigelenkbogen  auf- 
gestellte Formeln  gelten  mit- 
hin   offenbar    auch   hier,    so 

daß    auch    die    Einflußlinien     ^*  Abb.  27(1. 

für  die  Stabspannkräfte  mit 
den  entsprechenden  Einflußlinien  eines  Dreigelenkbogens  übereinstimmen. 

B.   l>er  Bogeu  mit  gespreug-tem  Zugband. 

i.  Ableitung  allgemeiner  Formeln  für  die  Stabspannkräfte  (Abb. 277). 
Zur  Berechnung  von  0,^  führen  wir  den  Schnitt  I — I  und  setzen  am  links 
abgetrennten  Teil  eine  Momentengleichung  für  den  Punkt  niu  an,  nachdem  die 
vom  Schnitt  getroffene  Stab- 
kraft S  senkrecht  unter  >«„ 
in  die  Seitenkräfte  H  und 
H  ■  Xg  et  zerlegt  ist.  Da 
H-tgcc  den  Momentendreh- 
punkt niu  schneidet,  also 
keinen  Einfluß  auf  das  Mo- 
ment JT-f^M  hat,  so  muß  sein: 


0..=  - 


A.  •  Xtn  ~^^  Jt  1 


L.~II 


Mom  —  H-yr, 


M. 


H-tjuiu  ist  aber  das  Moment  für  den  Punkt  niu  eines  Bogens  mit 


gesprengter  Zugstange 


M,nu  (vergl.  4,  B,  1,  Seite  189),   so  daß 


o,„  =  — 


r.u 


1Ü6     — 


U„,  = 


Entsprechend  erhält  man 

Jf(„, -l)o     _     .      Mo(ra-l)  —  H-  y{m-\)o 


H  ist  hierin 


Moi 


Setzt  man  noch 

rr,^  =  h,n  •  COS  /?„»    bcZW.    > 

so  kann  man  auch  schreiben 

M 

Om  •  COS  /?,„  =  


1  =  7i,„_l  •  cos  y,n, 

3I(,„  _i)o 


bezw.    17,„  .  cos  y^^  =  -{ 


Zur  Berechnung  von  D,n  (Abb.  278)  führen  wir  wieder  den   Schnitt  I— I 
und  setzen  am  links  abgetrennten  Teil  eine  Momentengleichung  für  den  Punkt  m^ 

an,  nachdem  voiher  die 
von  dem  Schnitt  getrof- 
fenen Kräfte  Um  und  S 
senkrecht  unter  mo  in  die 
Seitenkräfte  Um  •  cos  ym 
und  H  (wagerecht)  und 
Um  ■  sin  ;'„,  und  H  ■  tg  a 
(senkrecht)  zerlegt  wor- 
den sind.  Die  beiden 
letzteren  schneiden  den 
Die  Momentengleichung 


Mpmentenpunkt,  haben  also  keinen.  Einfluß  auf  M^o- 
lautet  mithin 

Dm  •  dm  -i-Pi-^m  +  H-ymo-i-  Um'  COS  y,„  •  h^ 
A-Xm Pl  •  ^», U,„  •  cos  ym  •  Ki 


D^  = 


—  A-Xm  —  O 

-H-y,„, 


d„ 


Hierin  ist 

A'Xm—Pl-^m  —  H-  ymo  —  ^Uvi  —  H-ymo  =  ^mo 


Ur,,.  '  cos 


1k 


so  daß 


/>,„  .  cos  g)„,  = 


M„ 


m  •  cos  Cp„i, 


Mi„.- 


(ni— l)o 


Ihn  hm—\ 

Zur  Berechnung  von  Vm   (Abb.  279)   trennen  wir  den  Knoten  niu  der  un- 
belasteten Gurtung    ab    und    benutzen    eine   Momentengleichung  in  bezug  auf 

den  Punkt  {m  —  i)«. 
Die  vom  Schnitt 
getroffenen  Stab- 
kräfte Um  und  Um+l 
zerlegen  wir  vorher 
senkrecht  unter 
{m  —  1)0  in  ihre 
wagerechten  Seiten- 
kräfte     Um  ■  cos  ym 

bezw.    Um -h  i  •  cos  ym  +  i    und    in    ihre    durch    {m — 1)0    gehenden    senkrechten 
Seitenkräfte.     Die  Momentengleichung  lautet  alsdann 


^f!<ß 

'h.m-1 

i 

y(m-l)o       Umcosy^- 


'm  '  ^m  ~r    ^»i 


7m  +  1  •  ^i'm  -1—   Um-COSy„-  Ä„  _  i  =.0. 
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Setzt  man 

Um  ■  COS  y. 


so  wird 


—  +      i  ""^    ^'»  +  1  •  cos  y„.  +  1  =  + 

«m  —  1 

TT      irjr(„,  _1)„       ^uio       fl')n  —  l 

'    tu   ■ 


/u   ' 


Hierin  ist 

3I^m-i)o  —  Mo(m-i)  —  H '  y(m-i)o  und  M^^o  =  Mom  —  H-  ymo, 
Moc 


H— 


f 


Berechnung  der  Einflußlinien  für  die  Stabspannkräfte 
a)   Die  17»»»- Linie  (Abb.  2Soa). 


Abb.  2S0. 


Abb.  280  a. 


Abb.  280b. 


,.    '"m-lh    J 


Da   U,n^'\ ^"*    ^^",  so  ist  die  C7„.-Linie  die  mit  4 multiplizierte 

rm  —  1  n«  -  1 

M{m-  i)o-Linie  (vergl.  Abb.  271b,  Seite  190).     Entsprechend  wird  die  0„j- Linie 


mittels  der  Formel  0^  = 


'^m 


gefunden  (Abb.  280b). 


In  Abb.  280  sind  Eu  und  Eo  die  Lastenscheiden  für  die  l',n-  bezw.  0„,- Linie 

b)  Die  Z),„- Linie. 

Zur  Ermittlung  der  D;»-Linie  leiten  wir  uns  zunächst  für  eine  beliebige 
Belastung  eine  bequeme  Formel  her.  (Die  unter  1  abgeleitete  Formel  eignet 
sich  nicht  zur  Bestimmung  der  Einflußlinie.)  Wir  führen  den  Schnitt  I — I 
(Abb.  281)  und  zerlegen  die  vom  Schnitt  getroffene  Stabkraft  S  senkrecht 
unter  /  nach  H  und  if -lg«.  Dann  benutzen  wir  am  links  abgetrennten  Teil 
eine  Momentengleichung  für  den  Drehpunkt  l  und  erhalten 

ri  Vi 


D. 


■i  +  H-  II;  +  Pi  •  hl  —  A  ■  Xi  =  o;      J>„,  = 
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Hierin  ist 


A  ■  xi  —  Pi  •  bi 


Dom  (vergl.  Abb.  256a,  Seite  182   und  die   zu- 

n 


gehörige   Beschreibung).     Es    wird    daher  D,»  =  Do» 

Man    erhält    somit    die    Z)„i-Linie,    wenn    man    von    der    Dom-Linie    die 
— -; Linie  abzieht  (Abb.  281a).     Letztere  ist  nach  Zeichnung  derDo^-Linie 

'  t 

mittels  des  Nullpunktes  e  bestimmt,   der  senkrecht  unter  E  liegt.     Bringt  man 

nämlich  in  E 
die  Last  1  t 
an  (Abb.  282) 
und  bestimmt 
Abb.  281.  für  diese  Last- 

stellung die 
Spannkraft  Z;„,^ 
so  wird  sich 
-D,»  =  o  erge- 
ben, wie  nach- 
folgend bewie- 
sen wird. 

Wir  zeich- 
nen zu  der 
Kraft  1  t  mit 
der  Pol  weite  iT' 
das  Seilpoly- 
gon 1 — 2,  des- 
Abb.  2Sib.  sen  Polstrahl  1 
durch  /  geht, 
während  der 
Strahl     2     die 

Richtung  g  —  (■  hat.    Dann  ist  s  die  Schlußlinie  des  Seilpolygons.    Die  zu  s  durch 
den  Pol  0  des  Kräftepolygons  (Abb.  282  a)   gezogene  Parallele  schneidet  dann 

von   der  Last   1  t  die  Balken- 
auflagerdrücke   A  und  B    ab- 


Abb.  281a. 


Abb.  282  a. 


In  den  ähnlichen  Dreiecken  O&c  (Abb.  282  a)  und  Cdg  (Abb.  282)  muß  sich  dann 
verhalten  ni         ^„/  7?..,.,'         j^^ 


-^  ;=  — r,    woraus  i/' r= 


/■ 


IL 
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Nach  der  unter  5,  B,  1  auf  Seite  196  abgeleiteten  Formel  ist  nun 


D, 


(pn 


f) 


Hierin  ist 

M,no  =  ^^om  —  H-lJm    Und    ilf(„,_i)^  =  Jfo(„»_  i)  —  //•?/,„_  i . 

Mittels  des  Seilpolygons  1  —  2  finden  wir 

Mom  =  li'  '  Vm  =  ^^  •  fim , 

worin  jy,„  die  senkrecht  unter  m  zwischen  dem  Seilstrahl  i  und  der  Schluß- 
linie .9  gemessene  Ordinate  ist.  H'  ist  die  Polweite  des  zugehörigen  Kräfte- 
polygons, die,  wie  eben  nachgewiesen  wurde,  mit  dem  Horizontalzug  H  des 
Zugbands  übereinstimmt. 

Ferner  ist  il/o(»i  — i)  =^ -^ •  ^m-i- 

Somit   wird 

i¥,„o  =  H-  ri,n  —  H-  y,„  —  H(ljm  —  Vm)  —  —  H{y,n  —  lim) 

Folglich  wird    D,„  ■  cos  (jp,,,  z=  U  I t 

\  '*wi  — 1 

In  den  ähnlichen  Dreiecken  imh  und  im~\  k  muß  sich  verhalten 


hm         ) 


Vm         ^m 


&i 


In  den  ähnlichen  Dreiecken  i^no  und  im  —  ip  muß   sich  ebenfalls  verhalten 

"ni       Oi         ^m 

A„,_l  hi 


Daher 


oder 


2/»i 


nn 


Vvi-l */ri 


--^^A»      ,  so  daß 

1  'im  —  l 

Der  Klammerwert  in  der  letzten 
für  Dm- cos  (p,n  aufgestellten  Gleichung 
wird  mithin  =  o  und  damit  auch 
Dm  =  o,  weil  ffm  nicht  =  o  sein  kann, 
d.  h.  die  Last  1  t  in  jEJ  bringt  Dm  =  o 
hervor.  Senkrecht  unter  E  liegt  folg- 
lich der  Nullpunkt  der  Einflußlinie. 
Trägt  man  dann  noch  die  Einfluß- 
ordinaten  7/,,  ^2  ^"d  7/3  in  Abb.  281a 
von  einer  Wagerechten  ab,  so  er- 
kennt man,  daß  der  zwischen  a  und  e  '^f 
gelegene  Teil  der  Einflußlinie  die 
Form  der  Z);7i-Linie  eines  einfachen 
Balkens  von  der  Spannweite  a  —  e  hat 
(Abb.  281b).  Somit  ergibt  sich  fol- 
gende einfache  Konstruktion  der  Dm- 
Linie: 


^7«  —Vtn   ym-l fjm-l 


h. 


hm-i 


Abb.  28 


Abb.  283  a. 
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Man  ermittle  zunächst  nach  der  in  Abb.  282  durchgeführten  Konstruktion 
den  Punkt  E,  indem  man  die  Gerade  a  i  mit  der  Geraden  g  C  zum  Schnitt 
bringt,  nehme  dann  einen  einfachen  Balken  a — e  an,  zeichne  für  diesen  die 
Dot- Linie  und  vervollständige  sodann  die  Einflußlinie  mittels  des  Satzes  von 
den  starren  Scheiben. 

Sinngemäß  wird  mit  der  Einflußlinie  für  eine  Spannkraft  Vm  verfahren 
(Abb.  283).  Man  bestimme  zunächst  i  als  Schnittpunkt  der  von  dem  Ritterschen 
Schnitt  getroffenen  Gurtstäbe  und  findet  E  als  Treffpunkt  der  Geraden  ai 
und  g  C.  Alsdann  zeichne  man  für  einen  einfachen  Balken  a — e  die  y„j-Linie, 
die  dann  mit  Hilfe  des  Satzes  von  den  starren  Scheiben  zu  vervollständigen 
ist  (Abb.  283a). 


6.    Einige   Systeme,   die   auf  den   Dreigelenkbogen    zurückgeführt  werden 

können.  ^) 

A.  Der  Stabbogen  mit  darunter  liegreudem  Versteifangsbalkeu  (Langerscher  Balken). 

1.    Der  Versteifungsbalken  sei  vollwandig  (Abb.  284). 
Die  Stäbe    des   Stabbogens    sind    theoretisch    gelenkig   miteinander    ver- 
bunden zu  denken.     (In  der  Praxis  sind  die  Gelenke  ebenso  wie  bei  den  Fach- 


Abb.  284  a.     1 


Abb.  284. 


Abb.  2S4b. 


werken  in  der  Regel  durch  steife  Knotenbleche  ersetzt.)  Auch  die  Hänge- 
stangen sind  gelenkig  an  dem  Versteifungsbalken  befestigt  anzunehmen,  so  daß 
sowohl  die  Stäbe  des  Stabbogens  als  auch  die  Hängestangen  nur  Achsialkräfte 
aufnehmen  können.  Auf  die  Knotenpunkte  des  Stabbogens  wirken  nur  die 
senkrecht  gerichteten  Spannkräfte  Z  in  den  Hängestangen,  so  daß  die  wage- 
rechte Seitenkraft  sämtlicher  Spannkräfte  in  den  Stäben  des  Stabbogens  gleich 
groß  sein  muß;  sie  sei  =  iT  gesetzt.  Ist  H  bekannt,  so  sind  auch  die  Spann- 
kräfte S  und  Z  bestimmt  (Abb.  284a).  So  müssen  sich  z.  B.  an  dem  Knoten- 
punkt 3  die  Spannkräfte  S2,  Sm  und  Zo  das  Gleichgewicht  halten;  sie  müssen 
daher  ein  Dreieck  mit  stetigem  Umfahrungssinn  bilden.  Da  die  Hänge- 
stangenspannkraft Z2  eine  Zugkraft,  d.  h.  für  den  Knoten  2  eine  nach 
unten  gerichtete  Kraft  ist,  so  sind  die  Pfeile  von  So  und  Sm  durch  den 
stetigen    Umfahrungssinn    bestimmt.      Überträgt    man    diese    Pfeile    auf    den . 

""  TY  üF  Toronto 
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1)  Aus  Müller-Breslau,  Graph.  Statik,  Bdl  I,  §  49.'.^' 
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abgetrennten  Knoten  2  (Abb.  284b),  so  erkennt  man,  daß  S2  und  Sm  Druck- 
kräfte sind,  und  zwar  wird  nach  Abb.  284a 

Sc^  ^  —  H-  sec  q).2 ,  8,^  =^  —  //  •  sec  gp„ 

und  Zo—H'tgcp2—Htg  (p„,  —  H  (tg  gp.^  —  tg  (p„,). 

Die  Kräfte  S  und  Z  sind  daher  lediglich  von  R  abhängig.  Kennt  man  aber 
die  Kräfte  S  und  Z,  so  sind  sämtliche  an  dem  Versteifungsbalken  wirkenden 
Kräfte  bekannt,  so  daß  dessen  Untersuchung  keine  Schwierigkeiten  mehr  bietet. 
Es  kommt  also  zunächst  darauf  an,  H  zu  berechnen. 

Die  Auflagerdrücke  A  und  B  stimmen  mit  den  Auflagerdrücken  eines 
einfachen  Balkens  von  der  Spannweite  l  überein,  wie  ohne  weiteres  aus  den 
Momentengleichungen  für  die  Auflagerpunkte  hervorgeht. 

Zur  Berechnung  von  Mm  führen  wir  einen  senkrechten  Schnitt  durch  m 
und  zerlegen  die  vom  Schnitt  getroffene  Stabkraft  Sm  senkrecht  über  m  (in  m') 
in  eine  wagerechte  Seitenkraft  H  und  in  eine  durch  m  gehende  senkrechte 
Seitenkraft  H-\g(fm.  Alsdann  berechnen  wir  3/«  vom  links  abgetrennten  Teil 
aus,  so  daß  tit    j    ^  r>     ^,         tr 

Hierin  ist  Ä  ■  x^  —  Pi  •  «1  das  Moment  eines  einfachen  Balkens  für  den  Punkt 
7)1  =  Mo m,  SO  daß  71/     _  Tif-  77    „, 

-'■'-'-in  -'■'-*- otn  ■*-*■  •  ifiw 

Für  das  Gelenk  C  ist  y/„j  =  f  zu  setzen,  so  daß 
Mc=^Moc  —  H-f. 

Da  das  Biegungsmoment  in  dem  Gelenk  =0  sein  muß,  erhalten  wir  die 
Bedingungsgleichung  Moc  —  H-  f—  o. 

Hieraus 

rr ^^oC 

~   r 

Die  Formeln 
für  Mm  und  K 
stimmen  überein 
mit  den  Formeln 
für  den  Horizon- 
talschub und  das 
Moment  3/,«  eines 
steifen  Dreige- 
lenkbogens  a})c, 
bei  dem  der  Punkt 
m  die  Lage  )n'  hat 
(Abb.  285).  Folg- 
lich stimmen  auch 
die  Einflußlinien 
für  i?  und  lf,rt  mit 

den  auf  Seite  177  u.  178  hergeleiteten  Einflußlinien  für  einen  derartigen  Drei- 
gelenkbogen  überein  (Abb.  285a  u.  285b). 


Abb.  285. 


Abb.  2853. 


Abb.  285  b. 
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Die  Querkraft  für   den  Balkenquerschnitt  m   ist  gleich   der  Summe 
aller  am  abgetrennten  Teil  in  senkrechter  Richtung  wirkenden  Kräfte  (Abb.  286). 

Q,„  =  -f  J^  —  Pi  —  P2  —  //•  tg  (p„^  =  <3om  —  H-  tg  <fm 

sin  g),n   __  Qom  •  cos  gp,,,  —  H-  sin  y„, 


—  ^0 }»        -*^ 


cos  g)„, 


Abb.  286. 


Qom  ■  cos  cp,n  —  H  ■  sin  (ftu  ist 
hierin  die  Querkraft  für  den 
Punkt  m'  eines  steifen  Drei- 
gelenkbogens  ahc=  Q,,, n,  so 

daß  ö,«="^ 

^"*       cos^),« 

Die  Einflußlinie  tür  Qm 

ist  daher  die  mit  mul- 

cos  gc„» 

tiplizierte  ^>„i2>- Linie  für  den 
Querschnitt  m'  eines  steifen 
Dreigelenkbogens  abc  (Ab- 
bild. 286  a).  An  die  Stelle 
der  Ordinaten  +  1  •  cos  (fm 
bezw.  —  1- cos  (Pm   unter  den  Auflagern   des   Balkens  a — e  für    die   ^„i/j-Linie 


Abb.  286  a. 


1  cos  (fm 

treten  hier  die  Ordinaten  +  —zrm      =  +  i  bezw 


1  cos  (fn 


Abb.  aS-a. 


COS  (fm   .  cos  q)„i 

2.  Mit  Hilfe  der 

Einflußlinien  für  3/,„ 

•    und   Qm   ist    es   nun 

leicht,  auch  die  Ein- 

Abb.  2S7.       flußlinien     für      die 

Stabspannkräfte 

eines       f  ach  werk - 

artigen     Verstei- 

fungsbalkens     zu 

ermitteln  (Abb.  287). 

Die  f^m-Linie 

wird      mittels      der 

Formel 

^    h 

"^  h 

gefunden.     Die    i',,,- 
Linie    ist  daher   die 
mit    -.     multiplizierte  J/„j-Linie   für  den   Punkt  m'   des  Dreigelenkbogens  ahc 

(Abb.  287a).     Zur  Berechnung  der  0», -Linie  benutzen  wir  die  Formel 

Mm-\   _        M„(m-1)  —  H  {y,n-\  +  ^0 
Ti       ~  h 


C 


0^  = 


2oa 


Die  Om- Linie  ist  daher  die  mit 
{vi—i)'  desDreigelenkbogens 
abc,   den  wir  als  Endpunkt 
der    Strecke     i/m-i  +  h    er- 
halten (Abb.  287b). 

Zur  Bestimmung  der 
D,tt-Linie  leiten  wir  uns  zu- 
nächst eine  bequeme  Formel 
für  die  Spannkraft  Dm  her, 
führen  daher  den  Ritterschen 
Schnitt  I— I  und  benutzen 
am  links  abgetrennten  Teil 
die  Bedingung  ^V=o  (Ab- 
bild. 288). 

Demgemäß  muß  sein 
An  •sina„,  -\-  H-tg(p^ 

woraus 


,-  multiplizierte  Jlf„t_i-Linie  für  den  Punkt 


Abb.  288  a. 


i>„,  = 


Ä  —  Pi  —  P^  —  IT-tg  (f„,  _    Qo,n  —H-^g  (fii 


(Xrn  —  H 


sm  ajn 
sin  (pn 


sm  a„ 


cos  (f^   Qom- cos  (fm  —  H  '  s'm  (f^  


QmD 


sm  «„i 

Die  Dm- Linie  ist  daher  die  mit 
(Abb.  288  a,   vergl. 
auch  Abb.  286a). 

Für  das  in 
Abb.  289  darge- 
stellte System  wird 


cos  g)„i  •  sm  a,, 

1 

cos  q>m  •  sin  a 


cos  q)„,  ■  sm  a,n 
multiplizierte  Qm  d  -  Lini 


m 


Abb.  2S9. 


0,.= 


h 


H 


h  Y  "" 


x>5'^ 


Abb.  2893.   ir^-^-^-^^-LiujiXu^' 


JrrTTl!MTT]TTmrTTrn-T-^.^i 


Om'Lin/e 


Abb.  289b. 


Die  0„i- Linie 
ist  daher    die    mit 

Y  multiplizierte 

3/^- Linie    für   den 

Punkt  m'  des  Drei- 

gelenkbogens    a  h  r,    den    wir    als    Endpynkt    der    Strecke    //,« +    —   erhalten 

(Abb.  289a). 


•204 


Da         f;„  =  +  %^=.+    [ 


3L 


-H(y„,. 


(?/«.- i-|) 


so  ist  die  ?7w-Linie  die  mit -p    multiplizierte  3/„j  _  i-Linie  für  den  Punkt  (m — i)' 

des      Dreigelenkbogens      (Ab- 
Abb.  290.  bild.  289b).   Den  Punkt  (ni — 1)' 

erhält  man   als  Endpunkt  der 

Strecke  y„i-i (Abb.  289). 

Die  Einflußlinie  für  eine 
Diagonale  hat  wieder  dieselbe 
Form  wie  in  Abb.  272  a. 

Zur  Berechnung  der  Ein- 
flußlinie für  Vm  setzen  wir  am 
links  abgetrennten  Teil  die 
Gleichgewichtsbedingung  ^2"  V 
=  0  an  (Abb.  290). 

Demgemäß  muß  sein 

woraus    V,„  —  —  {A  —  P^  —  H  ■  tg  cf„,)  —  —  (Qo  m  —  H  ■  tg  <p„,) 

—  __  fo        _  //  .   ^'"  Vm  \  _  _    Qom-COS(p^—  H  ■  Sin  (f„,  _  _       Q,^ 

~  V      *""  COSfp„J~  cos  ff, „  ~  COS(f,n 


Abb.  290  a 


Die  F„,- Linie  ist  daher  die  mit 


cos  (f,n 


multiplizierte  Cj>„,Z)- Linie  (Abb.  290a). 


B.  Der  Stabbogeu  mit  darüber  liegeudeu  Versteifnng-sbalkeu  (Abb.  291). 

Die  nachstehenden  Entwicklungen  sind  an  die  Voraussetzung  gebunden, 
daß  der  Versteifungsbalken  derart  montiert  wird,  daJ3  sein  volles  Gewicht 
(einschließlich  des  Gewichts  der  Fahrbahn)  durch  die  senkrechten  Pfosten  auf 
die  Knotenpunkte  des  Stabbogens  übertragen  wird,  so  daß  er  nur  durch  die 
Verkehrslast  beansprucht  wird.  Ist  dann  das  Eigengewicht  des  Versteifungs- 
balkens =,7/lfd.  m   (je  Hauptträgei),  so   erfährt  der  Knoten  m'  des  Stabbogens 

die  Belastung  Z«,,  ^  V  ^  ^^"^  "^  ^»»  *-  ^^  '^  ^p"^  +  ^*"""  worin  Gj,,u  das  Gewicht  des 

Pfostens  und  Gs„i  die  Summe  der  Gewichte  der  halben  Stabbogenstäbe  Sm  und 
Sm  +  i  bedeutet.  Da  die  Spannkräfte  in  den  Stäben  des  Stabbogens  mit  den 
Kräften  Zmg  im  Gleichgewicht  sein  müssen,  so  kann  der  Stabbogen  als  das 
Seilpolygon  der  Z-Kräfte  aufgefaßt  werden.  Seine  Form  ist  daher  bekannt, 
sobald  man  die  Kräfte  Z  mit  genügender  Genauigkeit  angeben  kann.  Gpm  und 
Gsm  sind  von  der  vorläufig  noch  unbekannten  Form  des  Stabbogens  abhängig, 
müssen  daher  zunächst  geschätzt  werden.  Müller-Breslau  empfiehlt,  die 
Knotenpunkte  des  Stabbogens  zunächst  auf  einer  Parabel  liegend  anzunehmen, 
die  durch  die  drei  Punkte  a\  h'  und  <■  gelegt  ist,  was  einer  gleichförmig  über 
die  Horizontalprojektion  der  Brücke  verteilten  Belastung  entsprechen  würde, 
und  auf  Grund  dieser  Annahme  die  Gewichte  Gpm  und  Gsm  zu  berechnen, 
wodurch    die  Kräfte  Zmn  bestimmt    sind.     Das    zu    diesen    Kräften    durch    die 
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Punkte  a',  b'  und  c  gelegte  Seilpolygon  wird  dann  der  Form  des  Stabbogens 
zugrunde  gelegt,  die  nur  wenig  von  der  Parabelform  abweichen  wird,  so  daß 
eine  Neuberechnung  der  Gewichte  Gpm  und  Gsm  sich  erübrigt.  Bezüglich  der 
Konstruktion  eines  Seilpolygons  durch  drei  gegebene  Punkte  vergl.  §  9,  1,  B,  1, 
Seite  174.  Aus  dem  zu  dem  Seilpolygon  gehörenden  Kräftepolygon  findet 
man  dann  die  Druckspannkräfte  Sg  in  den  Stäben  des  Stabbogens. 

Würde  man  das  Gewicht  der  Fahrbahn  ohne  einen  Versteifungsbalken 
auf  den  Stabbogen  wirken  lassen,  so  würden  unzulässige  Formänderungen 
entstehen,  die  sich  beim  Übergange  der  Verkehrslast  in  einer  wellenförmigen 
Bewegung  der  Fahrbahn  bemerkbar  machen  würden.  Diese  wird  durch  den 
Versteifungsbalken  wirksam  verhindert,  der  zur  Wahrung  der  statischen  Be- 
stimmtheit des  Systems  aus  zwei  durch  ein  Gelenk  miteinander  verbundenen 
Teilen  bestehen  muß,  wie  aus  den  folgenden  Entwicklungen  hervorgehen  wird. 

Macht  man  noch  (wie  bei  den  bisher  behandelten  Systemen)  die  Voraus- 
setzung vollkommener  Starrheit  des  Balkens,  des  Stabbogens  und  der  Pfosten, 
setzt  also  derartig  kleine  elastische  Formänderungen  voraus,  daß  sie  bei  Be- 
rechnung der  statischen  Größen  infolge  der  Verkehrslast  vernachlässigt  werden 
dürfen,  dann  kann  man  den  Stabbogen  auch  als  das  Seilpolygon  der  Kräfte  Z 
betrachten,  die  in  den  Pfosten  nach  Ausführung  der  Versteifung  durch  die 
Verkehrslasten  P  hervorgerufen  werden,  da  sich  dann  die  Form  des  Stabbogens 
nur  verschwindend  wenig  ändern  wird. 

Da  der  Einfluß  des  Eigengewichts  bereits  bei  der  Bestimmung  der  Form 
des  Bogens  berücksichtigt  wurde  (der  Versteifungsbalken  bleibt  unbeansprucht, 

die  Pfosten   erhalten   die  Druckspannkräfte — <7  (2m  +  Am +  1)  +  G^pw,  die  Stäbe 

des  Stabbogens  die  Druckspannkrätte  Sy,  die  gleich  den  Polstrahlen  des  Kräfte- 
polygons   sind,    das    dem    durch    die    Punkte  a',  h'  und  c  zu  den  Kräften  Zmg 

=  —  g  Um  +  hn  4- 1)  +  Gpm  +  <?*•«  gezeichneten  Seilpolygon  entspricht),  so  bleibt 
nur  noch  der  Einfluß  der  Verkehrslast  zu  ermitteln. 

Der  Einfachheit  halber  mögen  in  den  folgenden  Untersuchungen  die 
Punkte  a  und  h  als  gleich  hoch  liegend  angenommen  werden.  Die  Verkehrslast 
bestehe  aus  einer  Reihe  von  senkrechten  Einzellasten  F  (Abb.  291). 

Wir  führen  den  Schnitt  I — I,  bringen  in  den  vom  Schnitt  getroffenen 
senkrechten  Pfosten  die  durch  die  Kräfte  P  verursachten  Druckspannkräfte  ^ 
an,  die  auf  den  Versteifungsbalken  nach  oben  wirken,  und  untersuchen  den 
Gleichgewichtszustand  des  oberhalb  des  Schnittes  I — I  liegenden  Trägerteils 
(Abb.  291b).  Setzt  man  eine  Momentengleichung  in  bezug  auf  das  fechte 
Auflagergelenk  an,  so  findet  man 

^F-b        2Z-h 


A-l  —  ^P-h-l-^Z-b  —  O,    woraus  J. 


l  l 


^P-b    . 

. ist  =  dem    Auflagerdruck  Aq  eines    einfachen  Balkens    auf    zwei 

^Z-b 
Stützen  infolge  der  Kräfte  P.     "— ^ —  =  dem    Auflagerdruck  Az  infolge     der 

Kräfte  Z,  so  daß  man  setzen  kann  A  =  A„  —  Az. 
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Az  läßt  sich  auch  leicht  zeichnerisch  mit  Hilfe  eines  Seilpolygons  be- 
stimmen. Als  Seilpolygon  dürfen  wir  dabei,  wie  oben  begründet  wurde,  den 
Stabbogen  benutzen  (Abb.  291).  Das  zugehörige  Kräftepolygon  zeigt  Abb.  391a, 
in  welchem  die  Polstrahlen  die  Stabspannkräfte  des  Stabbogens  darstellen, 
wovon  man  sich  leicht  überzeugen  kann,  wenn  man  z.  B.  den  Gleichgewichts- 
zustand des  Knotens  m'  des  Stabbogens  untersucht.  An  diesem  Knoten  sind 
nämlich  Zm,  S„i  und  /S„j  +  1  miteinander  im  Gleichgewicht,  müssen  daher  ein 
Dreieck    mit    stetigem    Umfahrungssinn    bilden    (in  Abb.  291a    durch    kräftige 


Abb.  291 


Abb.  291b. 

Linien  angedeutet).  Die  wagerechte  Seitenkralt  H  der  Druckspannkräfte  Sm 
und  S,ii  +  i  ist  somit  gleich  der  Polweite  des  Kräftepolygons,  Zieht  man  dann 
durch  den  Pol  0  eine  Parallele  zu  der  dem  Balken  entsprechenden  Schlußlinie  s, 
so  schneidet  diese  von  der  Mittelkraft  der  nach  oben  auf  den  Balken  wirkenden 
Kräfte  Z  die  nach  unten  gerichteten  Auflagerdrücke  A^  und  Bs  ab  (vergl.  auch 
§  1,  7,  Seite  6).  In  dem  rechtwinkligen  Dreieck  Ode  der  Abb.  291a  ist 
sodann  Az  =  H  •  ig  (fi  vnd  Bz  =  H •  tg  (f„.  Ferner  ist  in  dem  rechtwinkligen 
Dreieck  0  e  f  S,„  =  —  H '  sec  (p,„,  während  Z„i  gleich  der  Differenz  der  senk- 
rechten Katheten  der  Dreiecke   0  e  f  und  Oeg  ist,  d.  h. 

Z,„  —  —  {H-  tg  (f,,,  —  H-  tg  (f,n  + 1)  =  —  Ä  (tg  if.n  —  tg  (f  ,„  +1). 
Das  negative  Vorzeichen  in  den  Formeln  für  S,n  und  Zm  soll  diese  Spannkräfte 
als  Druckspannkräfte  kennzeichnen.     Setzt  man  in  der  Gleichung  A  =  Ao  —  Az 
für  Az  den  Wert  H  •  tg  (fi  ein,  so  erhält  man 

-4  =  J„  —  .ff.ig^i. 
Entsprechend  findet  man 
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Das  Moment    für    den  Punkt  m  des  Versteifungsbalkens    berechnen    wir 
nach  Abb.  291b  vom  links  abgetrennten  Teil  aus  und  finden 

^f,n  =Ä'Xr,t  —  Pi-  eil  —  P2  •  (h  +  ^i-ai+  Z,n  ^  i  ■  tt^ 

=z  (Ao  —  A^)  •  X,n  —  Fl  •  eil  —  Po  •  «2  +  ^1  •  (h  +  Z,n,  _  i  •  «2 

=  {Ao  ■  Xm  —  P\-CLi    —Po-  flo)  —  (-le  "  ^m  —  ^1  "  «1  —  -^w  -  1  '  Cl^). 

Hierin  ist  '^        ""^^        '^ 


—  P2  •  ao 
gleich  d em Mo- 
ment Mo  w  eines 
einfachen  Bal- 
kens, während 

-^»i  —  1  •  ^2 

das  Moment 
Mzm  infolge 
der  Kräfte  Z 
bedeutet.  Die- 
ses Moment  ist 
nach  §  1,  8, 
Seite  7  gleich 
dem  Produkt 
aus  der  Pol- 
weite   H     des 

Kräftepoly- 
gons und  der 
auf  die  Schluß- 
linie s  bezoge- 
nen Ordinate 
j/m  des  Seil- 
polygons, d.  h 


M^ 


H 


Um 


Infolgedessen 
erhält  man 

Für  den 
Gelenkpunkt  C 
wird  dann  sinn- 
gemäß 

Mc=Moc 

~H.f. 


Abb.  202. 


Abb.  292  a. 


Abb.  292  b. 


Abb.  292  c. 


Abb.  29^ 


Abb.  293  a. 


Abb.  293b. 
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Dieses  Moment  muß  aber  =  o  sein,  so  daß  wir  die  Bedingungsgleichung 
erhalten  jj^£ 

Moc — li ■  t  —  ^ ,    woraus  H= 2_. 

Die  für  Mm  und  H  abgeleiteten  Formeln  stimmen  überein  mit  den  Formeln  lür 
das  Moment  Mm  und  den  Horizontalschub  H  eines  steifen  Dreigelenkbogens  ahc, 
bei  dem  der  Punkt  m  die  Lage  m'  hat.  Folglich  stimmen  auch  die  Eintluß- 
linien  für  H  und  Mm  mit  den  auf  Seite  177  u.  178  hergeleiteten  Einflußlinien 
für  einen  derartigen  Dreigelenkbogen  überein  (Abb.  292a  u.  292b). 

Die  durch  die  Verkehrslasten  verursachten  Spannkräfte  in  den  senk- 
rechten Zwischenstäben  und  den  Stäben  des  Stabbogens  sind,  wie  Abb.  291a 
zeigt,  nur  von  H  abhängig,  erhalten  also  gleichzeitig  mit  H  ihren  Größtwert. 
Man  bestimmt  daher  mit  Hilfe  der  B"- Linie  i/max  und  findet  dann  nach  Abb  291 
bezw.  mit  Hilfe  der  Formeln  *Sm=  —  S  ■  sec  q)^.  und  Z^  =  —  H  (tg  r/-„,  —  tg  </,«  + 1) 
die  Größtwerte  S  und  Z.  Diese  Kräfte  sind  dann  noch  zu  den  durch  das 
Eigengewicht  verursachten  Kräften  zu  addieren. 

Der  Versteifungsbalken  wird  nur  durch  die  Verkehrslasten  beansprucht. 
Die  Berechnung  der  Größtwerte  für  die  Stabspannkräfte  0,  D,  Y  sowie  für  die 
Auflagerdrücke  A  und  B  erfolgt  daher  mit  Hilfe  von  Einflußlinien,  die  nach- 
folgend berechnet  werden  sollen. 

Da  Om^ ^  ist,  so  ist  die  0„r Linie  die  mit t-  multiplizierte  Mm- 

Linie  (Abb.  292  c). 

Zur  Berechnung  der  Einflußlinie  für  Dm  leiten  wir  zunächst  für  beliebige 
Belastung  eine  bequeme  Formel  her  (Abb.  293).     Wir  führen  den  Schnitt  I — I 
und  setzen  am  links  abgetrennten  Teil  die  Gleichgewichtsbedingung  2'F=oan. 
Demgemäß  muß  sein 

Dm  •  sin  Um-{-  Pi+F^-{-  H-tg(f^^  —  E-tg(fi  —Ä  =  o 
j.    _  Ä-P,—P,  —  H-tg(f^-\-H-tg(f^ 
sm  or^ 

Hierin  ist  A=:.  A^,  —  H-tg  g)^, 

so  daß        Dm  =  A-^-tgy,-P,-P,-g.tgy^  +  g-tgy: 

sm  am 
_Äo~P,  —  P, -/j.tgy^ 
sin  Um 
Ao  —  Pi  —  P2  ist  aber   die  Querkraft   für  das   entsprechende   Schnittfeld  eines 
einfachen  Balkens  ^  Qom,  so  daß 

f.      TT      sin  y», 

^om  -^  '  /-\  TT         ■_ 

7-)      _   cos  if^      _    Q„m-<^0^<fm  —  ^'  Sm  (pm  , 

Sin  am  cos  (fm  •  sm  Um 

Qom- COS  (fm  —  If-sin^-^    ist  hierin   die  Querkraft   QmD  für    einen  Querschnitt 
des  Schniltfeldes  eines  gewöhnlichen  Dreigelenkbogens  ahc.     Somit  wird 

T)     QmD 

cos  (f,,,  •  sm  Um 
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cos  (fm-  sm  a„ 


multiplizierte    Q^iD -Linie 


Die    Dffi- Linie    ist    daher   die    mit 
(Abb.  293a). 

Führt  man   den  Schnitt  II — II   und  benutzt  am  links    abgetrennten   Teil 
die  Gleichgewichtsbedingung  ^F  =  o,  so  erhält  man 

V^_i-{-  Ä  -\-  H  ■  tg  (f^  —  P^  —  H  .  tg  (f^  —o. 

Setzt  man  A  =  Ao  —  H •  tg  cpi^  und  ^0  —  Pi  =  Öo(ot-i).  so  wird 

Vm-l  =  —  {Qoim-l)  —  H-  ig  (f}.,n) 

_      Qo{m-l)  •  COS  <fm  —  H  •  sin  y„t ^(m  - 1)  g 

COS  (p,„ 

multiplizierte    ^(„i_i)£)- Linie 


Die    Fm-i -Linie    ist    daher    die    mit 


cos  gp„ 

1 


cos  (fm 

(Abb.  293b).  Man  beachte,  daß  die  Einflußlinie  zwischen  den  Querträgern  des 
{m  —  i)ten  Feldes  (durch  welches  der  Schnitt  II  — II  hindurchgeht)  geradlinig 
verlaufen  muß. 

Zur  Herleitung  der  Einflußlinie  für    den   Auflagerdruck  A  benutzen   wir 
die  Formel  ^ ^ 

Wir  erhalten  daher  die  A- 
Linie,  wenn  wir  von  der 
Jo- Linie  die  if  •  tg  gpj  -  Linie 
abziehen.  Letztere  ist  durch 
den  Nullpunkt  e  bestimmt, 
der  senkrecht  unter  E  liegen 
muß  (Abb.  294),  wie  nach- 
folgend bewiesen  wird.  Wir 
bringen  in  E  die  Last  i  t  an 
und  zeichnen  für  diese  Be- 
lastung ein  Seilpolygon, 
dessen  Seilstrahlen  mit  den 
Strahlen  I  und  II  zusammen- 
fallen. DaszugehörigeKräfte- 
polygon  erhalten  wir,  indem 
wir  durch  den  Anfangs-  und 
Endpunkt  der  Kraft   i  t  Pa- 


Abb.  294  a. 


rallele  zu  I  und  II  ziehen,  die  sich  in  O  schneiden.  Ziehen 
wir  dann  durch  0  eine  Parallele  zur  Schlußlinie  s,  so  schneidet 
diese  von  der  Last  i  t  die  Auflagerdrücke  Ao  und  Bo  ab.  In 
den  ähnlichen  Dreiecken  Oäg  (Abb.  294b)  und  hdi  (Abb.  294) 
muß  sich  dann  verhalten 

ö    —   -,-    .   so   daß  //'  = -r —  =      7^  —  ^• 

-Do  f  11 

Ferner  ist  nach  Abb.  294b 

Jo  =  B'tg(f.^=II.tg<f,. 

Setzen  wir  diesen  Wert  in  die  für  A  hergeleitete  Formel 

A  =  Äo'-H-tgcf, 

KircUhoff,  Stutik.  I. 
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ein,  so  erhalten  wir  ,        ^^  ^  _,   ^ 

Die  Last  i  t  in  ^  bringt  daher  ^  =  o  hervor.     Senkrecht  unter  E  muß  also  der 
Nullpunkt  der  Einflußlinie  liegen. 

Wir  zeichnen  daher  zunächst  die  Ao-l-inie,  bestimmen  E  und  finden  mit 
Hilfe  von  e  die  H-  tg^i- Linie,  die  von  der  ^„-Linie  abzuziehen  ist  (Abb.  294a). 

C.  Die  durch  einen  Balken  versteifte  Kettenbriicke. 

Die  durch  einen  Balken  versteifte  Kettenbrücke  kann  als  die  Umkehrung 
des  unter  B  behandelten  Stabbogens   aufgefaßt  werden.     Die   Spannkräfte  in 


Abb.  295. 

den  Hängestangen  und  den  Kettengliedern  sind  Zugkräfte. 
Im  übrigen  gelten  alle  für  den  Stabbogen  gemachten  Aus- 
führungen auch  für  die  Kettenbrücke.  Man  beachte  nament- 
lich das  über  die  Formbestimmung  des  Stabbogens  und  die 
Beanspruchung  infolge  des  Eigengewichts  Gesagte.  Der 
Versteifungsbalken  muß  also  auch  im  vorliegenden  Fall 
so  montiert  werden,  daß  sein  ganzes  Gewicht  einschließlich 
des  Fahrbahngewichts  an  der  Kette  hängt,  so  daß  er  in- 
folge des  Eigengewichts  spannungslos  ist  und  nur  durch 
die  Verkehrslast  beansprucht  wird. 

Der  Einfachheit  halber  wurde  in  den  nachfolgenden 
Entwicklungen  angenommen,  daß  die  Punkte  a  und  // 
(Abb.  295)  gleich  hoch  liegen.  Auf  den  Versteifungsbalken 
wirken  genau  wie  beim  Stabbogen  die  nach  unten  ge- 
richteten Verkehrslasten  P  und  die  nach  oben  gerichteten 
durch  die  Kräfte  P  verursachten  Zugspannkräfte  Z  in  den 
Hängestangen. 

Der  Gleichgewichtszustand  des  Versteifungsbalkens 
stimmt  daher  überein  mit  dem  Gleichgewichtszustand  des 
in  Abb.  291b  auf  Seite  206  dargestellten  Versteifungsbalkens 
des  Stabbogens,  so  daß  die  dort  entwickelten  Formeln  für 

A  und  Mm  auch  für  den  vorliegenden  Fall  benutzt  werden  dürfen.    Demgemäß  ist 
Ä  —  Ä^  —  Ä^  und  ili„,  —  Mom  —  M.m- 
Az  und  Mzm  werden  wie  bei  dem  Stabbogen  mit  Hilfe  eines  Seilpolygons 

gefunden.      Da    die    Kettenspannkräfte   S  mit    den    auf   die    Kette    wirkenden 


Abb,  295  a. 
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Kräften  Z  im  Gleichgewicht  sein  müssen,  kann  die  Kette  als  das  Seilpolygon 
der  ^-Kräfte  aufgefaßt  werden.  Das  zugehörige  Kräftepolygon  zeigt  Abb.  295 a, 
in  welchem  die  Polstrahlen  S^  bis  Sn  die  Spannkräfte  in  den  Kettenstäben  dar- 
stellen und  von  der  im  Abstände  H  von  dem  Pol  0  gezogenen  Senkrechten 
die  Spannkräfte  Z  in  den  Hängestangen  abschneiden.  B.  ist  der  Horizontal- 
zug der  Kette.  Ist  H.  bekannt,  so  sind  die  Kettenspannkräfte  S^  bis  Sn  sowie 
die  Z- Kräfte  bestimmt,  desgl.  die  Spannkräfte  Ei,  i?o,  i?i',  E2'  in  den  Rück- 
haltketten sowie  die  Auflagerdrücke  D,  B,  D'  und  E'.  Am  abgetrennten 
Knoten  I  sind  nämlich  Sy,  D  und  B^  miteinander  im  Gleichgewicht.  Si  ist 
daher  nach  D  und  B^  zu  zerlegen.  Ebenso  müssen  sich  am  Knoten  II  Bi , 
E  und  B2  das  Gleichgewicht  halten,  so  daß  man  E  und  B2  durch  Zerlegung 
von  Bi  nach  den  Richtungen  von  E  und  B.2  erhält.  Entsprechend  findet  man 
an  den  Knoten  I'  und  IP  die  Kräfte  D',  B^'  bezw.  E'  und  B^'. 

Zieht  man  dann  durch  den  Pol  0  des  Kräftepolygons  eine  Parallele  zu 
der  dem  Balken  entsprechenden  Schlußlinie  s,  so  schneidet  diese  von  der 
Mittelkraft  der  nach  oben  auf  den  Balken  wirkenden  .Z"- Kräfte  die  nach  unten 
gerichteten  Auflagerdrücke  Az  und  Bz  ab.     Somit  wird  nach  Abb.  295  a 

Az  —  H-tg(fi  und  Bz  —  H-ig(f>n, 
ferner  S^n  =  H'  sec  y),„ 

und  Z,n  =  H '  tg  (f^  —  H ■  tg  ff„,^i  —  H (tg  (p,,,  —  tg  </),„  + 1). 

Man  erhält  somit        AzizAo  —  Az=zA„  —  H'tg<fi. 
Entsprechend  findet  man       ß  =  B„  —  II'tq(f„. 

Für  das  Moment  in  m  besteht  die  Formel 

worin  Msm  das  durch  die  Kräfte  Z  in  in  hervorgerufene  Moment  ist.  Dieses 
findet  man  wieder  wie  bei  dem  Stabbogen  mit  Hilfe  eines  Seilpolygons  als 
Produkt  aus  der  Polweite  H  des  Kräftepolygons  und  der  über  m  liegenden, 
auf  die  Schlußlinie  s  bezogenen  Ordinate  ym  des  Seilpolygons,  das  durch  die 
Kette  selbst  gebildet  wird.     Mithin  wird 

M^„^  —  H-  y,n  und  iW,„  =  itf„,„  —  JT.  ?/,„. 
Für  das  Gelenk  C  gilt  dann  die  Gleichung 

Da  dieses  Moment  —  o  sein  muß,  so  entsteht  die  Bedingungsgleichung 
Moc-H-f=o,  woraus  H=^^' 

Die  für  Mm  und  IL  abgeleiteten  Formeln  stimmen  überein  mit  den  Formeln 
für  das  Moment  Mvi  und  den  Horizontalschub  if  eines  steifen  Dreigelenkbogens 
ahc,  wenn  der  Punkt  m  die  Lage  m^  hat.  Folglich  stimmen  auch  die  Einfluß- 
linien für  jff  und  7lf„i  mit  den  auf  Seite  177  u.  178  hergeleiteten  Einflußlinien 
lür  einen  derartigen  Dreigelenkbogen  überein  (Abb.  296a  u.  296b). 

Da  die  durch  die  Verkehrslasten  verursachten  Spannkräfte  in  den  Hänge- 
stangen, den  Stäben  der  Kette  und  der  Rückhaltketten,  ferner  die  Auflager- 
drücke D,  E,  D'  und  E'  nur  von  H  abhängig  sind  (wie  ein  Blick  auf  Abb.  295  a 
zeigt),  so  erhält  man  deren  Größtwerte  gleichzeitig  mit  dem  Größtwert  von  H, 

14* 
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der  mit  Hilfe  der  Einflußlinie  für  H  gefunden  werden  kann.  Nach  Ermittlung 
von  Hmax  erhält  man  dann  nach  Abb.  295  a  die  Größtwerte  für  die  Spann- 
kräfte Z,  S,  B,  E  und  D. 

Diese  Kräfte  sind  dann  noch  zu  den  durch  das  Eigengewicht  verursachten 
Kräften  zu  addieren. 


Abb.  296b. 


Abb.  296  c. 

Zur  Berechnung  der  Ouerkraft  Q„, 
führen  wir  in  Abb.  295  den  Schnitt  t — t 
und  berechnen  die  Querkraft  vom  links 
abgetrennten  Teil  aus.  Auf  das  ab- 
getrennte Balkenstück  wirken  die  Kräfte  A,  Z^  und  Z,n-i  nach  oben,  Pj  nach 
unten,   so  daß  man  erhält 

Q^  =  ^  +  Zi  +  Z„,_i-Pi. 

Setzt  man  Ä  =  Ao — As,  so  ergibt  sich 

Q,n  =  ^0  —  -Pi  —  (-^2  —  ^1  —  ^m-l)- 
Az  —  Zi  —  Z,n-i  ist  nach  Abb.  295a  gleich  der  Kathete  de  des  rechtwinkligen 
Dreiecks  Ode,   mithin  =H-Xg(pm- 

Ferner  ist  Ao  —  Pi  =  Qom  —  der  Querkraft  eines  einfachen  Balkens.    Setzt 
man  diese  Werte  in  die  für  Q^  aufgestellte  Gleichung  em,   so  erhält  man 

V»i ^o  Vi  -ti  '  ^S  ^f'm Wo  m         ^  ' 

COS  (pjyi 

_   Qom' COS  ^„i —  H'  sin  g)„i  __     Q^p 

COSy„  ~    COS(pm   ' 
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worin    QmD  —  ^^^  Querkraft   für    das    dem   mten  Balkenfelde    entsprechende 
Schnittfeld  eines  steifen  Dreigelenkbogens  a—h—c  ist.    Die  §;„- Linie  ist  daher 

die  mit  multiplizierte  ^m/J-Linie  (Abb.  296c). 

cos  (fm 


Abb.  297  d. 
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Mit  Hilfe  der  gefundenen  Einflußlinien  ist  es  nun  leicht,  auch  die  Einfluß- 
linien  für  die  Stabspannkräfte  eines  fachweikartigen  Versteifungsbalkens 

herzuleiten  (Abb.  297). 

M  1 

So  ist  z.  B.  Oot  = "T ,  die  0„r  Linie  daher  die  mit  —  y   multiplizierte 

If,«- Linie  (Abb.  297  a). 

Ferner  ist  Dm  =     ■    " — •     Die  D,»- Linie  ist  daher  die  mit  ^ multi- 

sm  Km  •  sm  a„j 

plizierte  ^w-Linie  (Abb.  297b). 

Endlich  ist  Ym  =  —  Qm,  die  Fj^-Linie  daher  die  mit  —1  multiplizierte 
^m- Linie  (Abb.  297  c). 

Da  Ä^ Ao  —  H ■  tg'fi,  so  erhält  man  die  J.-Linie,  wenn  man  von  der 
^0"  Linie  die  üf  •  tgf/"i- Linie  abzieht.  Letztere  ist  nach  Zeichnung  der  Jo- Linie 
mittels  des  Nullpunktes  e^  bestimmt,  der  senkrecht  unter  £"3  liegt  (Abb.  297  d). 
Der  auf  Seite  209  aufgestellte  Beweis  für  die  Richtigkeit  der  Lage  des  Null- 
punktes 63  gilt  auch  hier  (vergl.  Abb.  294,  294  a  u.  294b). 

§  10.    Kinematische  Theorie  des  ebenen  Fachwerks.  ^) 
1.    Allgemeines  über  die  Bewegung  einer  starren  Scheibe. 

Eine  starre  Scheibe  a  h  c  werde  durch  irgend  eine  Kraltwirkung  in  die 
Lage  a'  b'  c'  verschoben  (Abb.  298).  Errichtet  man  auf  den  Verbindungslinien 
zweier  gleichliegender  Punkte,  z.  B.  von  a — a'  und  h — b'  die  Mittelsenkrechten 
und  bestimmt  deren  Schnittpunkt  '^,  so  sind  die  Dreiecke  '^^  a  b  und  ']?  a'  b' 
gleichliegend  kongruent,  denn  ']ja  =  'i^a'  und  "^b^^^h^  als  Seiten  der  gleich- 
schenkligen Dreiecke  %  aa'  und  -^  b  b'.  Ferner  ist  ab  =  a'  b'  nach  Voraussetzung. 
Schlägt  man  um  i^  mit  den  Radien  i^a  und  '^b  Kreisbogen  Sa  und  ^6,  so  er- 
kennt man,  daß  die  Punkte  a  und  b 
^yjS^  durch  Drehung  um   den  Punkt  'i^ 

.A^ll  mK.  ^^    ^^^    Lage   a'   bezw.  b'    gelangt 

.AlUr  liln^  sind.      Man    kann    daher    die    Be- 

iz^lLrf  1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1  hl  I  fiK.        wegung  .der  starren  Scheibe  ab  c 
''^   >^,,  \     \  als    eine   Drehbewegung    um    den 

/  y     \\  ,'-  \     V        Punkt  ^^  auffassen.    Die  Geschwin- 

//'       ^-^   \^  ,---'''  \    \         digkeit  des  Punktes  a  hat  bei  Be- 

/V"^^''  ^,'--''\\  \    i        ginn   der  Bewegung   die  Richtung 

//T^-^C ■-''''  ^  >   1        der  in  a  an  den  Kreisbogen  Sn  ge- 

^  ~"-- -_ v^^^>>>^        \'        zeichneten  Tangente.    Ebenso  fällt 

^^^^^^^^^^^y     die   Geschwindigkeitsrichtung   des 
^yyxyyyi         Punktes   h    mit    der    in    b    an    den 
\yyyyd  Kreisbogen    Sh    gezeichneten    Tan- 

x^xy  gente    zusammen.      Dasselbe    gilt 

\/^  von  c   und   von  jedem  beliebigen 

Punkte  der  starren  Scheibe. 
Ist  die  Zeitdauer  der  Bewegung  unendlich  klein,  so  sind  auch  die  Kreis- 
bogen Sa  und  Sh  und  damit    auch    die  Strecken  a  a'  und  b  Ji'    unendlich    klein. 


Abb.  20$. 


^)  Nach  Müller -Breslau,  Graph.  Statik,  Bd.  I,  §  54  und  55. 
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Abb.  299. 


§ie  tallen  dann  zusammen  mit  den  Bogenelementen  ds,  die  senkrecht  zu  %a 
bezw.  %h  gerichtet  sind  (Abb.  299).  In  dieselben  Richtungen  fallen  dann  auch 
die  Geschwindigkeiten  Va  und  Vh. 

Man  kann  sich  nun  offenbar  die  Bewegung  einer  Scheibe  zusammengesetzt 
denken  aus  unendlich  vielen  Drehbewegungen  um  ebenso  viele  Drehpunkte  ^. 
In  jedem  Augenblick  dreht  sich  die 
Scheibe  um  einen  anderen  Punkt  'i\ 
der  bestimmt  ist,  sobald  man  die 
augenblicklichen  Geschwindigkeits- 
richtungen zweier  Punkte  der  Scheibe 
kennt,  und  zwar  als  Schnittpunkt  der 
senkrecht  zu  diesen  Geschwindig- 
keiten gerichteten  Strahlen.  Damit 
ist  dann  aber  auch  die  augenblick- 
liche Geschwindigkeitsrichtung  jedes 
anderen  Punktes  der  Scheibe  be- 
stimmt. So  hat  z.  B.  die  Geschwin- 
digkeit des  Punktes  c  die  Richtung  Vc  -L  '^  c,  während  VxA.^x  gerichtet  ist. 
Die  Strahlen  '^a,  '^b,  ^c,  ^x  heißen  die  Polstrahlen  der  Punkte  a,  b,  c,  x, 
der  Punkt  ^  der  augenblickliche  Drehpol  oder  auch  Momentanpol. 

Trägt  man  die  Geschwindigkeiten  Va,  Vb,  Vc  in  irgend  einem  Maßstabe 
als  Strecken  auf  und  dreht  dann  diese  Strecken  um  90°  so,  daß  sie  in  ihre 
Polstrahlen  fallen  [aa'±Va,  hb'±Vb,  cc'±Vc  (Abb.  300)),  so  nennt  man  die 
um  90°  gedrehten  Geschwindig- 
keiten die  lotrechten  Ge- 
schwindigkeiten {V'a,  V'b,  Vc). 
Ist  die  Winkelgeschwindigkeit 
der  augenblicklichen  Drehbewe- 
gung =  w,  so  ist  die  Linear- 
geschwindigkeit irgend  eines 
Punktes  der  sich  drehenden 
Scheibe  gleich  dem  Produkt 
aus  dem  Krümmungsradius  und 
der  Winkelgeschwindigkeit  des 
Punktes.     Es  wird  daher 


I,'-' 


Abb.  300. 


ij^z-^h  '  (lü,    Vc^=^%c  •  üi    usw. 
Dividiert  man  diese  Gleichungen  durcheinander,  so  entsteht  die  Proportion 

D.  h.    die    Polstrahlen    von    Punkten    einer    sich    drehenden    starren 
Scheibe,  verhalten    sich    wie    die    zugehörigen    Geschwindigkeiten. 

Da.  T';=zTV,    n=TV,    Fe  =  7c'  usw., 

so  gilt  auch  F«'  :  F^' :  F,'  :  >.  .—Wa:Wh  -.Wc  :  .  .  . 

D.  h.  die  Polstrahlen  verhalten   sich  auch   wie  die  zugehörigen   lot- 
rechten Geschwindigkeiten. 
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Verbindet  man  daher  die  Endpunkte  a',  b',  c'  der  lotrechten  Geschwindig- 
keiten miteinander,  so  entsteht  eine  Figur,  deren  Seiten  zu  den  Seiten  der 
ursprünglichen  Figur  parallel  verlaufen  müssen.  Denn  dann  besteht  nach 
Abb.  300  die  Proportion 

und  mit  a  a' =^V„'.    b  b' —  Vj,' und  c  c' —  Vc' 

TV:75':F,'  =  f^:^:f7. 
Wir  wollen  in  Zukunft  die  ursprüngliche  Figur  der  Kürze  halber  mit   F 
und  die  durch  Verbindung  der  Endpunkte    der   lotrechten    Geschwindigkeiten 
entstandene  Parallelfigur  mit  F'  bezeichnen. 

2.    Kennzeichen  der  Starrheit  oder  Beweglichkeit  einer  Figur. 

A.  Geometrisches  Keunzeicheu. 

Die  in  Abb.  301  dargestellte  Figur  F  bestehe  aus  vier  starren  Scheiben 
I  bis  IV,  die  gelenkig  miteinander  verbunden  sind.  Die  Scheiben  seien  hier 
Fachwerkstäbe.  Es  soll  untersucht  werden,  ob  die  Figur  starr  oder  beweglich  ist. 
Wir  denken  uns  der  Figur  eine  willkürliche  Bewegung  erteilt.  Die  irgend 
einem  Augenblick  der  Bewegung  entsprechende  Figur  F'  sei  dargestellt  durch 
das  Viereck  1'  2'  3'  4',  so  daß  also  W  \\  12,    2'  3'  ||  2  3,   3'  4'  II  3  4  und  4'  i'  ||  4  1. 

Die  lotrechten  Ge- 
schwindigkeiten der 
Punkte  1,  2,  3  und  4 
sind  dann  durch  die 
Strecken  1 1',  2  2',  33' 
und  44'  dargestellt, 
da  eine  Figur  F^ 
durch  die  Verbin- 
dung der  Endpunkte 
der  lotrechten  Ge- 
schwindigkeiten ent- 
steht. Die  Polstrah- 
len der  zur  Scheibe  I 
gehörenden  Punkte  1  und  2  haben  dann  die  Richtungen  1  1'  und  22',  da  die 
Richtungen  der  Polstrahlen  mit  den  Richtungen  der  entsprechenden  lotrechten 
Geschwindigkeiten  zusammenfallen.  Diese  Polstrahlen  schneiden  sich  aber  in 
dem  Momentanzentrum  der  Scheibe  I,  d.  h.  in  in.  Entsprechend  finden  wir  den 
Momentanpol  der  Scheibe  II  (^^.^h)  als  Schnittpunkt  der  Polstrahlen  der  zur 
Scheibe  II  gehörenden  Punkte  2  und  3,  die  mit  den  Richtungen  der  lotrechten 
Geschwindigkeiten  2  2'  bezw.  3  3'  zusammenfallen  müssen.  Sinngemäß  werden 
noch  ^^iii  und  i^v  bestimmt. 

Bei  der  angenommenen  Bewegung  der  Figur  F  würde  sich  daher  in  dem 
der  Figur  F'  entsprechenden  Augenblick  jede  Scheibe  um  einen  besonderen 
Pol  drehen.  Die  Figur  ist  daher  beweglich.  Würden  die  Pole '$1  bis  inv 
bei  jeder  möglichen  Bewegung  in  einem  Punkte  zusammenfallen,  so  würden 
sich  die  vier  Scheiben  der  Figur  F  bei  jeder  Bewegung  um  einen  gemeinsamen 
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Pq^  drehen.  Die  Figur  F  wäre  dann  eine  starre  Figur.  Dieser  Fall  tritt  ein, 
wenn  sich  nur  ähnliche  Figuren  F'  zu  der  Figur  F  zeichnen  lassen,  deren 
Ähnlichkeitspunkt  dann  der  gemeinsame  Pol  der  vier  Scheiben  ist.  Man  kann 
daher  sagen:  Gelingt  es,  zu  einer  Figur  F  auch  nur  eine  einzige  unähnliche 
Figur  F'  zu  zeichnen,  so  ist  die  Figur  F  heweglich. 

Das  aus  drei  Scheiben  bestehende  Fach werkdreieck  ist  daher  eine 
starre  Figur.  Denn  es  lassen  sich  zu  ihr  nur  ähnliche  Figuren  F'  zeichnen 
(Abb.  302  u.  303). 

Wie  man  auch  die  Figur  F'  zeichnet,  immer  werden  sich  die  Verbindungs- 
linien   der  Punkte  1  und  1',  2  und  2-,  3  und  3'  in    einem  Punkte  '^  schneiden. 

Wenn  man  die  lotrechten  Geschwindigkeiten 
in  einem  derartigen  Maßstabe  aufträgt,  daß  sie 
gleich  den  zugehörigen  Polstrahlen  werden,  so 
schrumpft  die  Figur  F'  zu  einem  Punkte  zu- 
sammen, der  in  dem  Momentanzentrum  -^  liegt, 
wie     aus    Abb.    304    hervorgeht.      Ist    daher    das 

Momentan- 
zentrum   einer 
Scheibe       be- 
kannt,   so    er- 
hält  man    die 
einfachste    Fi- 
gur  F\    wenn 
man    die    lot- 
rechte         Ge- 
schwindigkeit eines  Punktes  gleich  dessen  Polstrahl 
macht,  so  daß  ihr  Endpunkt  in  das  Momentanzentrum 
fällt.     Alsdann  müssen   auch  die  Endpunkte   der  lot- 
rechten Geschwindigkeiten  aller  übrigen  Punkte  der 
Scheibe    in   dem   Momentanzentrum   liegen,    eine  Be- 
ziehung, die  wir  später  für  die  Berechnung  von  Stab- 
spannkräften häufiger  verwenden  werden. 

Lagert  man  den  Stab   1  —  3  (Abb.  305)    mittels 
eines  festen  und  eines  beweglichen  Lagers  und  schließt 
den  Punkt  3  durch  zwei  Stäbe  an  den  Stab  1 — 3  an, 
so    entsteht    eine     statisch    bestimmte    starre    Figur. 
Bringt  man   nämlich    im   Punkte    2    eine   beliebig  ge- 
richtete Kraft   an,    so   lassen  sich    mit  Hilfe 
der  Gleichgewichtsbedinguiigen  die  Auflager- 
drücke A  und  B  bestimmen.   In  jedem  Knoten- 
punkt der  Figur  greifen  dann  gegebene  äußere 
Kräfte  an.    Zerlegt  man  diese  nach  den  Rich- 
tungen  der  in  dem   Knotenpunkt  zusammen- 
treffenden Stäbe,  so  erhält  man  deren  Spann-  ^"~~-~^ 
kräfte.                                                                                                 Abb.  305. 


'■^J' 


AI  ib.  302. 


Abb.  303. 
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Schließt  man  an  das  starre  Dreieck  1  —  2  —  3  (Abb.  306)  einen  weiteren 
Knotenpunkt  4  zweistäbig  an,  so  ist  das  so  entstandene  Stabnetz  ebenfalls 
statisch  bestimmt  und  starr.  Auf  diese  Weise  kann  man  beliebig  viele  Knoten- 
punkte mit  zwei  bereits  festliegenden  Punkten  in  Verbindung  bringen  und 
erhält  so  ein  statisch  bestim.mtes  Stabnetz,  dessen  Knotenpunkte  sich  nicht 
gegeneinander   bewegen    können.     Lagert  man  dieses  mittels  eines  festen  und 

eines  beweglichen 
Auflagers,  so  kön- 
nen die  durch  die 
äußeren  Kräfte  P 
verursachten  Auf- 
lagerdrücke mit 
Hilfe  der  Gleichge- 
wichtsbedingungen 
^^^-  30t).  berechnet  werden, 
wodurch  auch  die  Stabkräfte  bestimmt  sind.  So  findet  man  durch  Zer- 
legung der  an  dem  Knoten  1  wirkenden  Mittelkraft  der  Auflagerdrücke  A  und  C 
nach  den  Richtungen  der  in  1  zusammentreffenden  Stäbe  1  —  2  und  i  —  3  die 
Spannkräfte  Z7j  und  Oj.  Ai^f  den  Knoten  2  wirken  dann  Ui  und  Pg,  deren 
Mittelkraft  nach  den.  Richtungen  der  Stäbe  2 — 3  und  2—4  zerlegt  wird,  wo- 
durch man  die  Spannkräfte  Di  und  U.i  erhält.  Zerlegt  man  ferner  die  auf  den 
Knoten  3  wirkende  Mittelkraft  von  0,  und  Dj  nach  den  Richtungen  der 
Stäbe  3 — 4  und  3 — 5,  so  findet  man  deren  Spannkräfte  D^  und  Oo-  Auf  diese 
Weise  trifft  man  an  jedem  Knotenpunkt  nur  auf  zwei  unbekannte  Stabkräfte, 
die  jedesmal  durch  Zerlegung  der  an  dem  Knotenpunkt  wirkenden  bereits 
bekannten  Kräfte  nach  den  Richtungen  der  beiden  Unbekannten  bestimmt 
werden  können.  Das  aus  lauter  Dreiecken  zusammengesetzte  Fachwerk  ist 
daher  ein  statisch  bestimmtes,  starres  System. 

B.   Analytisches  Keunzeiehou. 

An    einem  Fachwerk    sei  s=  Anzahl  der  Stäbe 

&=       ,,  ,,    beweglichen  Auflager 

/"=       „  ,,    festen  ,, 

/,•  =       ,,  ,,    Knotenpunkte. 

An  einem  festen  Auflager  ist  der  Widerstand  bei  beliebiger  Richtung 
der  auf  das  System  wirkenden  Kräfte  der  Größe  und  Richtung  nach  unbekannt, 
an  einem  beweglichen  Auflager  nur  der  Größe  nach,  da  er  unter  der  Annahme 
einer  reibungslosen  Gleitbahn  in  deren  Normale  fallen  muß. 

Es  treten  daher  an  jedem  festen  Auflager  zwei,  an  jedem  beweglichen 
Auflager  eine  Unbekannte  auf.  Außerdem  sind  noch  s  unbekannte  Stabkräfte  S 
vorhanden,  so  daß  die  Anzahl  der  Unbekannten  im  ganzen  5  + ?>  + 2/' beträgt. 

Da  für  Kräfte  mit  gemeinsamem  Angriffspunkt  zwei  Gleichgewichts- 
bedingungen (z.B.  2H=o  und  ^V  =  o)  notwendig  und  hinreichend  sind  (nur 
für  Kräfte,  die  nicht  an  einem  Punkt  angreifen,  müssen  drei  Gleichgewichts- 
bedingungen erfüllt  sein,  z.B.  ^ZT— o,  2V  =  o  und  ^M=o),  so  können  an 
jedem  Knotenpunkt   zwei  Gleichgewichtsbedingungen    aufgestellt  werden.     Es 
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lassen    sich    daher    zur   Berechnung    der   s  -\-  Ji  -\r  2  f  Unbekannten    im    ganzen 
«  A-  Gleichungen  aufstellen. 

Ist  nun  s  +  Z>  +  2  f=  2  k,  so  sind  sämtliche  Unbekannten  eindeutig  bestimmt. 
In  diesem  Falle  ist  also  die  für  den  zweistäbigen,  d.  h.  starren  Anschluß  der 
Knotenpunkte  erforderliche  Stabzahl  vorhanden.  Es  liegt  daher  ein  statisch 
bestimmtes,  starres  Fachwerk  vor. 

Ist  dagegen  s-^h-\-2f<2k,  so  ist,  vorausgesetzt,  daß  die  zur  statisch 
bestimmten  Lagerung  notwendigen  Auflager  vorhanden  sind,  die  zum  zwei- 
stäbigen Anschluß  der  Knotenpunkte  erforderliche  Stabzahl  nicht  vorhanden. 
Das  Fachwerk  ist  dann  beweglich,  also  unbrauchbar.  Fehlen  z.  B.  ?i  Stäbe, 
so  nennt  man  das  Fachwerk  n  fach  beweglich. 

Ist  endlich  s-{-h'^  2f>  zk,  so  sind  entweder  Stäbe  überzählig  oder  mehr 
Auflager  vorhanden,  als  zur  statisch  bestimmten  Lagerung  erforderlich  sind. 
Zur  Berechnung  der  Unbekannten  reichen  alsdann  die  Gleichgewichtsbedingungen 
nicht  mehr  aus.  Es  müssen  noch  soviel  Elastizitätsgleichungen  zu  Hilfe  ge- 
nommen werden,  als  überzählige  Unbekannte  vorhanden  sind.  Ein  derartiges 
Fachwerk  nennt  man  überstarr  oder  statisch  unbestimmt,  und  zwar  inner- 
lich, wenn  Stäbe,  äußerlich,  wenn  Auflager  überzählig  sind. 

In  dem  in  Abb.  306  dargestellten  Fach  werk  ist  beispielsweise  s=i5, 
h=  \,  /"=  1,  k  =  9,  so  daß  5  +  &  +  2f=  2k  wird,  nämlich  15  +  1+2-  1  =  2-9, 
d.  h.   18  =  18. 

Es  liegt  also  ein  statisch  bestimmtes,  starres  Fachwerk  vor.   ' 

In  dem  Fachwerk  nach  Abb.  307  ist  5  =  40,  &=i,  /=!,  /.•  =  2i.  Es 
ergibt  sich  s  +  &  +  2/">2ä;,    denn  es  wird  40+  1  +  2  -  1  >  2  -  21,    d.  h.  43  >  42. 

Es  kann  nur  ein  Stab 
überzählig  sein,  da  die  zur 
statisch  bestimmten  Lage- 
rung erforderlichen  Auflager 

vorhanden  sind.     Das  Fach-  ' 

werk    ist    daher    innerlich    einfach    statisch    unbestimmt. 

Für  das  in  Abb.  308  dargestellte  Fachwerk  ist  «=33,  /"=  2,  h=i,  ä  =  18. 
Es  wird  .s  +  &  +  2  /'>  2  /.-,  nämlich  33  +  1  +  2  -  2  >  2  •  18,  d.  h.  38  >  36. 

Hier      können 


nur  zwei  Auf- 
lagerdrücke über- 
zählig sein,    da   die 

Fachwerkscheibe  ^^^'  ^o^" 

aus  lauter  Dreiecken  zusammengesetzt,  also  sicher  eine  starre  Figur  ist,  die 
keinen  überzähligen  Stab  besitzt.  Das  Fachwerk  ist  daher  zweifach  äußer- 
lich statisch  unbestimmt. 

Man  nennt  das  hergeleitete  Kriterium  für  die  Starrheit  oder  Beweglichkeit 
eines  Fachwerks  auch  wohl  kurz  das  Abzählungskriterium. 

Das  Kriterium  ist  jedoch  nicht  unbedingt  zuverlässig,  wie  der  in  Abb.  309 
dargestellte  Fall  zeigt.  In  dem  zweiten  Feld  mögen  sich  zwei  Diagonalen 
kreuzen,   ohne   an  der  Kreuzungsstelle  miteinander  verbunden  zu  sein,   so  daß 


Abb.  309 
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diese  nicht  als  Knotenpunkt  gilt.   Das  dritte  Feld  ist  ein  Gelenkviereck,  das,  wie 

unter  2,  A  auf  Seite  216  nachgewiesen  wurde,  beweglich  ist.   Nach  dem  Abzäh* 

lungskriterium  würde  das  System  aber  ein  starres  sein,  da  s  + fc+ 2 /"= /.-  wird 

(5=21,  h=i,  f=  I,  Ji=  12,  also  21  -f-  I  +  2-  I  z=2.  12;  24  =  24). 

Wir  müssen  daher  noch 

ein     zweites     Kriterium 

herleiten,  das  unbedingt 

zuverlässig  ist. 

Berechnet  man  die 

2  /■:  Unbekannten  nach  der  Determinantentheorie,   so   erscheint  irgend  eine  Un- 

Zählerdeterminante 

bekannte  in  der  Form  x  =  —ri j— ■■ ; —  • 

Nennerdetermmante 

Es  kann  nun  der  Fall  eintreten,  daß  die  Nennerdeterminante  =  o  wird. 
Das  würde  bedeuten,  daß  die  Unbekannten  x  (also  Stabkräfte  oder  Auflager- 
drücke) entweder  nicht  alle  eindeutig  bestimmt  oder  nicht  alle  endlich  sind 
oder  daß  ihre  Berechnung  nur  für  ganz  bestimmte  Belastungszustände  möglich 
ist.  Auf  jeden  Fall  ist  dann  das  Fachwerk  unbrauchbar.  Das  zweite  Kriterium 
lautet  daher: 

Die  Nennerdeterminante  der  2  /,■  Gleichgewichtsbedingungen 
muß  ^  o  werden. 

Erst  dann,  wenn  auch  diese  zweite  Bedingung  zutrifft,  hat  man  die  Gewähr, 
daß  ein  starres,  brauchbares  Fachwerk  vorliegt. 


3.    Ableitung  des  Grundgesetzes   1:Q'C  =  0  (Abb.  310). 

Das  Gelenkviereck  1234  ist,  wie  bereits  unter  2,  A  nachgewiesen  wurde, 
beweglich,  und  zwar  einfach  beweglich,  da  es   einen  Stab  zu  wenig  besitzt. 

Würden  wir  die 
Diagonale  1 — 3 
einziehen,  so  ent- 
stände ein  starres 
•System,  da  es  dann 
\Sj  \  aus     zwei    Fach- 

werkdreiecken zu- 
sammengesetzt 
wäre,     die,     wie 
oben  gezeigt,  star- 
re Figuren  sind. 

Auf  ein  der- 
artiges einfach  be- 
wegliches System 

mögen  in  den  Knotenpunkten  äußere  Kräfte  Q  (zu  denen  auch  Auflagerdrücke 
gehören  können)  wirken,  die  miteinander  im  Gleichgewicht  sind.  In  den  Stäben 
des  Gelenkvierecks  werden  alsdann  Spannkräfte  Si,  S2,  S-.,,  S^  entstehen.  Führen 
wir  jetzt  einen  Schnitt  um  den  Knoten  1  und  ersetzen  die  vom  Schnitt  getroffenen 
Stäbe  durch  ihre  Spannkräfte  5,  und  S^,  die  vorläufig  als  Zugkräfte  eingeführt  sein 
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mögen,  so  müssen  Q^,  S^  und  54,  sich  das  Gleichgewicht  halten,  da  vor  Führung 
des  Schnittes  nach  Voraussetzung  ebenfalls  Gleichgewicht  vorhanden  war.  Wir 
zeichnen  jetzt  eine  beliebige  Figur  F',  d.  h.  eine  Figur,  deren  Seiten  zu  den 
Seiten  des  Gelenkvierecks  parallel  verlaufen,  und  benutzen  für  den  abgetrennten, 
im  Gleichgewicht  befindlichen  Knoten  1  die  Gleichgewichtsbedingung:  ,,Die 
Summe  der  Momente  aller  am  Knoten  wirkenden  Kräfte  in  bezug  auf  den 
Punkt  1',  den  Endpunkt  der  lotrechten  Geschwindigkeit  des  Punktes  1,  muß 
=  0  sein."  Dabei  möge  der  in  Abb.  310  durch  einen  Pfeil  angedeutete  Dreh- 
sinn für  alle  noch  anzusetzenden  Gleichgewichtsbedingungen  als  der  positive 
eingeführt  werden.     Somit  wird 

1)  +Si-'^i—  S^-ijy  —  Qi-c^  —  O.  • 

An  dem  abgetrennten  Knoten  2  benutzen  wir  die  Momentengleichung  für 
den  Punkt  2'  und  erhalten 

2)  -f  Ä  •  »/i  H-  Q2  •  C2  —  AS2  •  %  =  o. 

Am  abgetrennten  Knoten  3  setzen  wir  die  Summe  der  Momente  in  bezug 
auf  den  Punkt  3'  =  o,  so  daß 

3)  -\-  S2  "(12  —  S3  •  t]s  —  Q._i  •  C3  —  o. 

Endlich  benutzen  wir  noch  für  den  abgetrennten  Knoten  4  eine  Momenten- 
gleichung für  den  Punkt  4'  und  erhalten 

4)  +  'S'3  •  1^3  +  <34  •  C4  —  ^'4  •  1^4  =:  O. 

Addieren  wir  jetzt  diese  vier  Gleichungen,  so  heben  sich  sämtliche  Werte 
S  •  1]  fort  und  es  entsteht  die  Gleichung 

Die  Gleichung  gilt  für  jedes  unter  dem  Einfluß  äußerer  Kräfte  Q  im 
Gleichgewicht  befindliche,  einfach  bewegliche  System.  Die  Hebelarme  c 
dürfen  dabei  einer  ganz  beliebigen  Figur  F'  entnommen  werden  und  sind 
jedesmal  bezogen  auf  die  Endpunkte  der  lotrechten  Geschwindigkeiten  der 
Angriffspunkte  der  betreffenden  äußeren  Kräfte  Q. 

4.    Berechnung  von  Stabspannkräften  und  Einflußlinien  mittels  des 
Grundgesetzes  SQ«c  =  0. 

A.  Zunächst  möge  die  Anwendung  der  Gleichung  ganz  allgemein  an  der 
zwangläufigen,  kinematischen  Kette  gezeigt  werden.  Darunter  ist  (nach 
Reuleaux)  ein  bewegliches  Gebilde  zu  verstehen,  dessen  Glieder  derart  mit- 
einander verkettet  sind,  daß  sie  nach  Feststellung  eines 
Gliedes  gezwungen  sind,  ganz  bestimmte  Bahnen  zu  be- 
schreiben. Die  einfachste  Form  der  zwangläufigen  Kette 
ist  das  Gelenkviereck,  das  nach  Abb.  311  aus  der  (festliegen- 
den) Widerlagerscheibe  und  drei  Stäben  besteht.  Das 
System  ist,  wie  unter  2,  A  auf  Seite  216  nachgewiesen  wurde, 
einfach  beweglich. 

Schließt   man    an    diese    zwangläufige    Kette    weitere  Abb.'iii. 

Knotenpunkte  zweistäbig  an,  so  ist  das  dadurch  entstandene 
System   ebenfalls    einfach    beweglich.     So  ist  in  Abb.  312  Punkt  5    zweistäbig 
an  1  und  4  durch   die  Stäbe  1 — 5   und  4  —  5,  Punkt  6  an  3  und    5    durch  die 
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Stäbe  3  —  6  und  5  —  6  und  Punkt  7  an  4  und  6  durch  die  Stäbe  4  —  7  und  6  —  7 
angeschlossen.    Erteilt  man  nun  diesem  einfach  beweglichen  System  irgend  eine 

Verschiebung,    so    sind    sämtliche 
^■^  Punkte      gezwungen,      bestimmte 

Bahnen  zu  beschreiben.  Nehmen 
wir  z.  B.  an,  daß  sich  der  Punkt  7 
auf  der  Kurve  yti  bewegt,  so  sagen 
wir,  er  wird  mittels  einer 
zwangläufigen  Kette  auf  der 
Bahn  y^  geführt.  Verbindet  man 
nun  den  Punkt  durch  einen  Stab 
(7—8)  mit  dem  festliegenden 
Widerlager,  so  wird  er  gezwungen, 
sich  auf  einer  zweiten,  die  Bahn  A^ 
kreuzenden  Bahn  li^  zu  bewegen, 
die  auf  einem  Kreisbogen  mit  dem 
Abb.  312.  Radius  7—8  liegt.   Ein  Punkt  kann 

sich  aber  nicht  auf  zwei  ver- 
schiedenen Bahnen  bewegen.  Daraus  folgt,  daß  der  Punkt  7  in  der  Ebene 
des  Stabnetzes  festgehalten  ist.  Das  vorher  bewegliche  System  ist  mithin 
starr  geworden.  Bedingung  für  die  Starrheit  des  Systems  ist  daher,  daß 
die  beiden  Bahnen  A',  und  A^  sich  kreuzen.  Sie  dürfen  keine  gemeinsame 
Tangente  haben,  da  sich  dann  der  Punkt  7  mindestens  auf  eine  unendlich 
kleine  Strecke,  die  mit  dem  Bogenelement  beider  Bahnen  an  der  Berührungs- 
stelle zusammenfällt,  auf  den  Bahnen  k^  und  A'o  bewegen  könnte.  Es  läge 
also  eine  unendlich  kleine  Beweglichkeit  vor,  die  nach  Müller-Breslau 
bereits  genügt,  das  System  für  praktische  Zwecke  unbrauchbar  zu  machen. 
Müller-Breslau  geht  sogar  noch   einen   Schritt  weiter  und    empfiehlt,    dafür  zu 

sorgen,  daß  sich  die  beiden  Bahnen 
nicht  unter  zu  spitzen  Winkeln 
schneiden,  damit  die  von  der 
Elastizität  der  Stäbe  und  Wider- 
lagerherrührenden Verschiebungen 
der  Knotenpunkte  nicht  zu  groß 
ausfallen. 

Das  durch  den  Stab  7  —  8 
starr  gemachte  System  sei  nun 
durch  beliebig  gerichtete  äußere 
Kräfte  Q  belastet.  Gesucht  ist 
die  Spannkraft  Sin  dem  Stabe  7  —  8. 

Wir  denken  uns  zunächst  den 
Stab  7  —  8  wieder  beseitigt  und 
durch  seine  Spannkraft  S  ersetzt 
(Abb.  313),  die  vorläufig  als  Zugkraft  angebracht  ist  und  nunmehr  zu  den 
äußeren    Kräften    Q    zählt.     Dadurch  wird   das  vSystem  wieder   zur  zwang- 
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Abb.  313. 
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läufigen  Kette,  also  einfach  beweglich,  so  daß  für  die  Berechnung 
der  Spannkraft  S  das  Grundgesetz  ^^•c  =  o,  das  für  ein  einfach 
bewegliches  System  abgeleitet  wurde,  angewandt  werden  darf.  Dazu 
benötigen  wir  eine  Figur  F',  und  zwar,  wie  nachgewiesen  wurde,  eine 
ganz  beliebige.  Wir  denken  uns  daher  dem  beweglichen  System  eine 
willkürliche  Bewegung  erteilt  und  zeichnen  die  dieser  Bewegung  entsprechende 
Figur  F'.  Die  lotrechten  Geschwindigkeiten  der  Punkte  i,  2  und  8  sind 
=  o,  da  diese  Punkte  festliegen.  1',  2'  und  8'  fallen  daher  mit  den  Punkten  1, 
2  und  8  zusammen.  Da  der  Punkt  3  sich  nur  auf  einem  Kreisbogen  mit 
dem  Radius  1  —  3  bewegen  kann,  fällt  die  Richtung  seiner  wirklichen  Ge- 
schwindigkeit mit  der  Richtung  der  in  3  an  den  Kreisbogen  gezeichneten 
Tangente  zusammen.  Die  lotrechte  Geschwindigkeit  ist  senkrecht  dazu  gerichtet, 
fällt  also  in  die  Stabrichtung  1 — 3.  Wir  wählen  sie  willkürlich  gleich  der 
Strecke  3  —  3'.  Aus  demselben  Grunde  muß  4'  in  die  Stabrichtung  2 — 4  fallen 
und  2'— 4'  muß  parallel  zu  2  —  4  werden,  da  die  Seiten  der  Figur  F'  zu  den 
Seiten  der  Figur  F  parallel  sein  müssen.  Damit  ist  4'  bestimmt.  Da  der 
Punkt  5  zweistäbig  an  1  und  4  mittels  der  Stäbe  1  —  5  und  4  —  5  angeschlossen 
ist,  ist  5' bestimmt  durch  die  Bedingung:  1' — 5'  1 — 5  und  4' — 5'  4 — 5-  Punkt  6 
ist  zweistäbig  an  3  und  5  durch  die  Stäbe  3 — 6  und  5—6  angeschlossen.  6'  ist 
daher  bestimmt  als  Schnittpunkt  der  zu  den  Stäben  3—6  und  5—6  parallelen 
Geraden  3'  — 6'  und  5'  — 6'.  Endlich  findet  man  noch  7'  als  Schnittpunkt  der 
zu  den  Stäben  4  —  7  und  6  —  7  parallelen  Geraden  4'  —  7'  und  6'  —  7',  da  7 
zweistäbig  an  4  und  6  durch  die  Stäbe  4  —  7  und  ö  —  7  angeschlossen  ist. 

Nunmehr  werden  die  Hebelarme  Cg,  C4,  c^,  c^  und  c^  der  äußeren  Kräfte 
Q:i^  <?4.  ^ö.  Qg  un^^  S  in  bezug  auf  die  Punkte  3',  4',  5',  6'  und  7'  aus  der 
Zeichnung  abgegriffen  und  die  Gleichung  2Q-c=^o  angesetzt,  wobei  irgend 
ein  Drehsinn  willkürlich  als  positiver  eingeführt 
werden  kann.     Man  erhält  dann 


S: 


Abb.  314. 


Das  negative  Vorzeichen  besagt,  daß  *S'  nicht,  wie 
vorläufig  angenommen  wurde,  eine  Zugkraft,  sondern 
eine  Druckkraft  ist. 

Fällt  der  Punkt  7'  in  die  Richtung  des  Stabes  S 
(Abb.  314),  so  daß  seine  lotrechte  Geschwindigkeit 
gleich  der  Strecke  7  —  7'  ist,  dann  ist  die  wirkliche 

Geschwindigkeit  V-  senkrecht  zu  S  gerichtet.  In  diesem  Falle  wird  daher 
der  Punkt  7  in  dem  durch  Beseitigung  des  Stabes  S  zur  zwangläufigen  Kette 
gewordenen  System  auf  einer  Bahn  l\  geführt,  an  welche  die  Richtung  von 
V-  im  Punkte  7  tangential  verläuft.  Durch  den  Stab  S  wird  nun  der  Punkt  7 
auf  der  Bahn  Ä,^  geführt  (Kreisbogen  um  den  Mittelpunkt  8),  an  die  V-  eben- 
falls tangential  verläuft,  so  daß  beide  Bahnen  eine  gemeinschaftliche  Tangente 
haben.     Es  liegt  daher  der   vorhin  erwähnte  Fall  einer  mindestens  unendlich 
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kleinen    Beweglichkeit    vor,     so    daß 
unbrauchbar  bezeichnet  werden  muß. 


das    System   in     diesem    Falle    als 


B.    Das  mehrteilige  Netzwerk. 

Man  spricht  von  einem  m- teiligen  Netzwerk,  wenn  ein  von  Gurtung  zu 
Gurtung  reichender  Füllungsstab  durch  eine  Schar  ihn  kreuzender  anderer 
Füllungsstäbe  in  n  Teile  geteilt  wird.  In  Abb.  315  ist  ein  zweiteiliges  Netz- 
werk dargestellt,  welches  folgendermaßen  entstanden  ist: 

An  die  zwangläufige  Kette  1,  2,  3,  4,  also  ein  einfach  bewegliches  Gebilde, 
sind  die  Knotenpunkte  5  bis  12  zweistäbig  angeschlossen,  und  zwar 
5    an    1    und    3  durch  die  Stäbe  1 — 5    und    3 — 5 
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Abb.  315 


Das  so  entstandene  System  ist  daher  ebenfalls  eine  zwangläufige  Kette,  also 
einfach  beweglich.  Wir  machen  es  nun  dadurch  starr,  daß  wir  den  Punkt  11 
durch   den  Stab  11—13  mit  dem   starren  Widerlager  verbinden.     Gesucht  sei 

die  Spannkraft  S  in 
diesem  Stabe  infolge 
der  Kräfte  P3,  P5, 
P-  und  Pg. 

Wir  denken  uns 
den  Stab  beseitigt 
und  durch  seine 
Spannkraft  S  ersetzt, 
die  nunmehr  zu  den 
äußeren  Kräften 

zählt.  Dadurch  ist 
das  System  wieder  eine  zwangläufige  Kette, also  einfach  beweglich  geworden,  da 
eine  Starrheitsbedingung  beseitigt  ist.  Man  kann  daher  zur  Berechnung  von  S  das 
Grundgesetz  2Q-c=o  anwenden.  Zur  Bestimmung  der  Hebelarme  c  zeichnen  wir 
nun  eine  beliebige  Figur  F'.  Die  lotrechten  Geschwindigkeiten  der  Punkte  1, 
2  und  13  sind  =0,  da  diese  Punkte  in  dem  feststehenden  Widerlager  liegen. 
1',  2'  und  13'  fallen  daher  mit  1,  2  und  13  zusammen.  Der  Punkt  4  kann  sich 
nur  auf  einem  Kreisbogen  mit  dem  Radius  1 — 4  bewegen,  da  er  durch  den 
Stab  1 — 4  mit  dem  Widerlager  gelenkig  verbunden  ist.  Die  wirkliche  Ge- 
schwindigkeit Fl  hat  daher  die  Richtung  der  in  4  an  den  Kreisbogen  gezeich- 
neten Tangente.  Die  lotrechte  Geschwindigkeit  ist  senkrecht  dazu  gerichtet, 
fällt  also  in  den  Stab  1—4  hinein.  Wir  wählen,  da  die  Figur  F'  beliebig  sein 
darf,  4 — 4'  beliebig  groß.  Aus  demselben  Grunde  muß  auch  3'  in  die  Stab- 
richtung   2  —  3    fallen.      Außerdem    muß    4'  —  3'  il  4  —  3    verlaufen.      Damit    ist 
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auch  3'  bestimmt.  Da  5  an  i  und  3  mittels  der  Stäbe  1 — 5  und  3 — 5  an- 
geschlossen ist,  findet  man  5'  als  Schnittpunkt  der  zu  1 — 5  und  3—5  parallelen 
Geraden  1' — 5'  und  3-— 5'.  5'  lallt  daher  mit  5  zusammen.  Zur  Bestimmung 
von  6'  zeichnen  wir  4' — 6'  ||  4 — 6  und  5' — 6'  ||  5—6,  da  ö  an  4  und  5  mittels  der 
Stäbe  4 — 6  und  5—6  angeschlossen  ist.  Der  Schnittpunkt  der  beiden  Par- 
allelen ist  der  mit  6  zusammenfallende  Punkt  6'.  Ebenso  ist  7'  der  Schnitt- 
punkt der  zu  4 — 7  und  5—7  parallelen  Geraden  4' — 7'  und  5' — 7'.  da  7  an  4 
und  5  durch  die  Stäbe  4 — 7  und  5 — 7  angeschlossen  war.  So  bestimmen  wir 
der  Reihe  nach  noch  8',  9',  10',  11'  und  12'. 

Nunmehr  können  die  Hebelarme  Cj,  c,,,  c-,,  c,,  und  Cn  aus  der  Zeichnung 
abgegriffen  werden.  Es  wird  Cg  =  3 — 3',  c^  =  5—5'  =  o,  c-  =  7—7',  (\,  =  9—9'  =  o, 
Cn  =  ii — 11'.     Setzen  wir  jetzt  das  Grundgesetz  2Q^c^o  an,  so  erhalten  wir 


die   Gleichung 


S  =  - 


Cn 


(Druck). 


Die  Auflagerdrücke  in  den  Punkten  1,  2  und  13,  die  auch  zu  den 
äußeren  Kräften  Q  zählen,  fallen  aus  der  Gleichung  heraus,  da  die  Hebel- 
arme c, ,  0-2  und  C]3  =  o  sind. 
Bei  gleichen  Feldweiten  ist  ^7^ 
f3  =  C7  =  Cj|,    so    daß    alsdann 

-$^  =  -(^3  +  ^7)  ^vird.  ^ 

/// 


Es  fällt  zunächst  auf,  daß   ^^ 
die  Kräfte  P5    und   P,,  keinen  ^' 
Einfluß    auf   die    Stabkraft    S 
haben.     Man  übersieht  jedoch 
leicht,  daß  diese  Kräfte  durch 

den  Stabzug  9  —  6  —  5  —  1  auf  das  linksseitige  Widerlager  übergeleitet  werden, 
während  P3  und  P;  durch  den  Stabzug  3  —  4 — 7  —  8  —  11  auf  das  rechte  Wider- 
lager übergehen. 

Eine  weitere  Eigentümlichkeit  des  Systems  besteht  darin,  daß  es  bei 
einer  geraden  Anzahl  von  Feldern  unbrauchbar  wird  (Abb.  316).  Beim 
Zeichnen  der  Figur  F'  ergibt  sich  nämlich,  daß  9'  mit  9  zusammenfällt,  so 
daß  C(,  =  o  wird.     Die  Gleichung  .^^•('  =  o  lautet  mithin: 

S.c,-\-P,.c,-\-P,-c,  =  o, 

P7  •  C7  +  P3  •  C3    _        P7  •  C7  +  P3  •  C3   _  ^ 


woraus 


S 


Cg  .  O 

Das  System  ist  daher  nur  brauchbar,  wenn  es  eine  ungerade  Anzahl  von 
Feldern  hat,  da  man  nur  dann  für  S  einen  bestimmten,  endlichen  Wert  erhält. 
Nachfolgend  möge  noch  die  Eintlußlinie  für  den  Auflagerdruck  A  bestimmt 
werden  (Abb.  317).  Die  Pendelstütze  S  ist  hier  durch  ein  bewegliches  Auflager 
ersetzt,  wodurch  an  der  Beanspruchung  des  Fachwerks  nichts  geändert  wird, 
da  der  Druck  in  der  Pcndelstütze  und  der  Auflagerdruck  A  nach  Größe  und 
Richtung  miteinander  übereinstimmen.  Der  Einfachheit  halber  seien  gleiche 
Feldweiten  X  vorausgesetzt. 

Kirchhoff.   Statik.  [.  13 
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Abb 


Abb.  317a. 


Wir  denken  uns  zunächst  das  Auflager  bei  A  beseitigt  und  durch  den  Auf- 
lagerdruck A  ersetzt,  wodurch  das  System  wieder  einlach  beweglich  gemacht 
wird,  da  eine  Starrheitsbedingung  beseitigt  ist.  Wählt  man  dann  die  lotrechte 
Geschwindigkeit  des  Punktes  4  derart,  daß  4'  mit  1  zusammenfällt,  so  fällt 
3'  mit  2,  7'  mit  5,  8'  mit  6,  11'  mit  9  und  12'  mit  10  zusammen,  da  dann  die 
in  Abb.  315  gestrichelt  gezeichneten  Parallelen  in  dem  Stabzug  2 — 1 — 5—6 — 9 — 10 

liegen,  wodurch  das 
Zeichnen  der  Parallelen 
erspart  wird. 

Jetzt  untersuchen  wir 
den  Einfluß  der  wandern- 
^  den  Last  1  t  und  berechnen 
den  Auflagerdruck  A  für 
die  jeweilige  Laststellung 
mit  Hilfe  des  Grund- 
^,gesetzes  2Q-c^o. 

1.  Die  Last  1  t  stehe 
in  11.  Alsdann  greifend 
und  1  t  in  demselben 
Punkt  11  an,  haben  also  in  bezug  auf  11'  denselben  Hebelarm  /.  Die  Gleichung 
2Qc  =  o  lautet   daher: 

A-/  —  I  /  =  o;     .-1  =  +  I. 
Senkrecht  unter  11  ist  also  die  Ordinate  der  Einflußlinie  =+1. 

2.  Die  Last  1  t  stehe  in  9.  Da  der  Hebelarm  der  Last  in  bezug  auf  9' 
=  o  ist,  so  erhält  man  mit  Hilfe  der  auf  diesen  Belastungszustand  angewandten 
Bedingung  ^Q-c  =  o  die  Gleichung  A-?.=^o  Da  /  nicht  =0  ist,  muß  A  =  o 
werden.     Senkrecht  unter  9  liegt  daher  ein  Nullpunkt  der  Einflußlinie. 

3.  Die  Last  1  t  stehe  in  7.  Da  die  in  11  angreifende  Kraft  A  in  bezug 
auf  11'  den  Hebelarm  A,  die  in  7  stehende  Last  i  t  in  bezug  auf  7'  ebenfalls 
den  Hebelarm  /  hat,  so  lautet  die  Gleichung  !SQ-c  =  o: 

Ä  ■  X  —  i  X  —  o;     A  =  -\-  i. 
Senkrecht  unter  7  ist  daher  die  Ordinate  der  Einflußlinie  =+1. 

4.  Für  die  in  5  stehende  Last  1  t  ergibt  sich  dann  wieder  A=^o,  da  der 
Hebelarm  Cr,  (in  bezug  auf  5')  =0  ist. 

5.  Steht  die  Last  1  l  in  3.  so  wird  C3  (in  bezug  auf  3')  =  X.  Man  erhält 
daher  .1  •  /  —  i  /.  =  o ;     A  —  -{-i. 

Für  die  in  2  stehende  Last  1  t  wird  endlich  A^o,  da  die  Last  bereits  auf 
dem  Widerlager  steht,  das  Fachwerk  also  unbelastet  ist. 

Trägt  man  die  errechneten  Auflagerdrücke  unter  den  jeweiligen  Last- 
angriffspunkten als  Ordinalen  auf  und  berücksichtigt,  daß  die  Einflufllinie 
zwischen  den  Querträgern  jedesmal  geradlinig  verlaufen  muß,  so  entsteht  die 
in  Abb.  317a  dargestellte  Einflußlinie  für  den  Auflagerdruck  A. 

Es  sei  noch  einmal  daran  erinnert,  daß  das  System  erst  dadurch  starr 
geworden  ist,  daß  der  Punkt  11  mit  dem  Widerlager  durch  einen  Stab  bezw. 
ein  bewegliches  Auflager  in  Verbindung  gebracht  wurde.    Das  Widerlager  bei  A 
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Abb. 


Abb. 


Abb.  M^h 


ist  daher  eine  Starrheitsbedingung,  durch  deren  Beseitigung  das  System  einfach 
beweglich  wird  im  Gegensatz  zu  einem  einlachen,  aus  Fachwerkdreiecken  be- 
stehenden Balken  auf  zwei  Stützen,  der  bereits  an  und  für  sich  eine  starre 
Scheibe  ist  und  auch  starr  bleibt,  wenn  man  die  Widerlager  beseitigt  und  an 
ihrer  Stelle  die  Auflagerdrücke  des  Balkens  anbringt.  Man  kann  jedoch  auch 
einen  derartigen  einfachen  Balken  kinematisch  behandeln,  wie  an  folgendem 
Beispiel  gezeigt  wer- 
den möge  rAbb.318). 

Gesucht  sei  die 
Einflußlinie  für  die 
Diagonalspannkraft 
D.  Es  seien  gleiche 
Feldweiten  voraus- 
gesetzt, so  daß  die 
Diagonalen  zuein- 
ander parallel  ver- 
laufen. 

Wir  beseitigen 
zunächst  den  frag- 
lichen Stab  und  er- 
setzen ihn  durch 
die  in  ihm  herr- 
schende Spannkraft 
D,  die    nunmehr  zu 

den  äußeren  Kräften  zählt.  Dadurch  ist  das  vorher  starre  System  einfach  beweg- 
lich geworden,  da  eine  Starrheitsbedingung  beseitigt  ist.  Die  schraffierten  Teile 
bleiben  starre  Scheiben,  da  sie  aus  starren  Dreiecken  zusammengesetzt  sind.  Zur 
Berechnung  von  D  darf  daher  das  Grundgesetz  2Q  -c^o  benutzt  werden.  Auch 
die  Widerlager  wollen  wir  uns  beseitigt  und  durch  die  Auflagerdrücke  A  und  B 
ersetzt  denken  (Abb.  318  a).  Da  die  Widerlager  hier  keine  Starrheitsbedingungen 
sind  —  das  aus  lauter  Dreiecken  bestehende  System  ist  ja  schon  an  und  für  sich 
eine  starre  Scheibe  — ,  so  ist  durch  ihre  Beseitigung  keine  neue  Beweglichkeit 
hinzugekommen.  Das  System  bleibt  daher  einfach  beweglich.  Jetzt  machen  wir 
das  System  dadurch  zu  einer  zwangläufigen  Kette,  daß  wir  uns  einen  Teil  der- 
selben, z.  B.  die  rechte  starre  Scheibe,  festgehalten  denken,  erteilen  dann  dem 
übrigen  (beweglichen)  Teil  eine  willkürliche  Verschiebung  und  zeichnen  die 
dieser  Verschiebung  entsprechende  Figur  F'.  Da  die  rechte  Scheibe  jetzt 
festliegt  erleiden  die  Punkte  1,  2,  a,  b,  c  und  d  keine  Verschiebung.  Es  fallen 
daher  1'  mit  1,  2'  mit  2,  a'  mit  a,  h'  mit  h,  c'  mit  c  und  d'  mit  d  zusammen. 
Der  Punkt  3  kann  sich,  da  er  lediglich  durch  den  Stab  1  —  3  mit  der  fest- 
stehenden Scheibe  gelenkig  verbunden  ist  (Stab  D  ist  ja  beseitigt),  nur  auf 
einem  Kreisbogen  mit  dem  Radius  1—3  bewegen,  so  daß  seine*  wirkliche 
Geschwindigkeit  V.  senkrecht  zu  1—3  gerichtet  ist.  Seine  lotrechte  Geschwin- 
digkeit fällt  daher  in  die  Stabrichtung  1—3  hinein.  Wir  wählen  sie  derart, 
daß  3'  mit  1  zusammenfällt.     Da  auch  4'  aus  demselben  Grunde  in  die  Stab- 
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richtung  4—2  fallen  und  3'— 4'  parallel  zu  3 — 4  sein  muß.  so  liegt  4'  in  2. 
5'  wird  dann  bestimmt  als  Schnittpunkt  der  zu  3—5  und  4  —  5  parallelen 
Geraden  3'— 5'  und  4'— 5',  da  5  durch  die  Stäbe  3—5  und  4—5  angeschlossen 
ist.  5'  fällt  daher  mit  3  zusammen.  Endlich  finden  wir  noch,  da  6  durch  die 
Stäbe  5 — 6  und  4 — 6  angeschlossen  ist,  6'  als  Schnittpunkt  der  zu  5 — 6  und 
4 — 6  parallelen  Geraden  5'— 6'  und  4'^6'. 

Nunmehr  untersuchen  wir  den  Einfluß  der  wandernden  Last  1  t. 

1.  Die  Last  1  t  stehe  im  Punkte  4.  Der  Auflageidruck  Ä  infolge  dieser 
Laststellung  sei  A^.  Zur  Berechnung  von  D  benutzen  wir  das  Gesetz  ^Q  ■  c  =  o. 
Die  in  6  und  4  angreifenden  Kräfte  A^  und  1  t  haben  in  Ijezug  auf  6'  bezw.  4' 
beide  den  Hebelarm  X,  während  der  Hebelarm  der  in  3  angreifenden  Kraft  D 
in  bezug  auf  3'  gleich  X-  s'mcp  ist.  Die  Hebelarme  der  in  2  und  d  angreifenden 
Kräfte  D  und  B  sind  =  o,  da  2'  mit  2  und  d'  mit  d  zusammenfallen.  Somit 
lautet  die  Gleichung: 

D  •  /.-  sin  (f  -\-  1  X  —  Äi-  X  =:0. 

D  =  4-— -— • 

sm  (f         sin  q) 
Dieser  Wert    muß    senkrecht    unter    dem    Punkte  4    als   Ordinate    aufgetragen 

werden.     Wir  zeichnen  daher  zunächst  die  mit—. multiplizierte A-Linie  und 

sm  (f  ^ 

finden   unter  dem  Punkte  4   die  Ordinate     .   ^    .     Von    dieser    wird    dann    die 

^  sin  (f 

Ordinate     . abgezogen. 

sin  (f'       ^^       ^ 

2.  Die  Last  1  t  stehe  im  Punkte  2.  Der  dieser  Belastung  entsprechende 
Auflagerdruck  A  sei  =  A.,.  Da  A2  in  6  angreift,  bleibt  der  Hebelarm  lür  6' 
gleich  X;  ebenso  behält  die  in  3  angreifende  Kraft  D  ihren  Hebelarm /•  sin  qp 
in  bezug  auf  3'.  Dagegen  ist  der  Hebelarm  der  in  2  stehenden  Last  1  t  in 
bezug   auf  2'  =  o,    da  2'  mit  2    zusammenfällt.     Die   Gleichung  lautet   daher 

D  •  X-  sin  (f  —  J9  •  /  z=  o. 

D  =  +  ^. 
sm  (f 

Senkrecht    unter    der  Last  1  t  muß    daher    die   Ordinate   der    Einflußlinie 

=  ^ —  sein,  ist  daher  gleich  der  senkrecht  unter  2  gemessenen  Ordinate  der 
sm  (f  '  '^  ^ 

~. — —-Linie.     Auch    für    alle    übrigen  Laststellungen    auf  dem    festgehaltenen 
sin  y  ö  &  o 

Teil  erhalten  wir  die  Gleichung 

D  •  X'  sin  (f,  —  A-  X^zo. 

sm  f/^ 
Denn    die    lotrechten    Geschwindigkeiten    der    Angriffspunkte    der  wandernden 
Last  1  t  sind  hier  =  o,  also  auch  die  Hebelarme  der  wandernden  Last.     Unter 

dem  festgehaltenen  Teil  stimmt  daher  die  D-Linie  mit  der— ^ — —-Linie  überein. 
*  sm  <f 
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Zu  demselben  Ergebnis  sind  wir  bereits  auf  anderem  Wege  gelangt 
(vergl.  §  7,  1,  B,.  Abb.  129c,  Seite  94). 

In  derselben  Weise  verfahre  man  bei  der  Berechnung  der  Einfluß- 
linien  für  das  in  Abb.  319  dargestellte  zweiteilige  Netzwerk. 

Zunächst  sei  die  Eintlußlinie  für  einen  Obergurtstab  0  gesucht.  Die 
Feldweiten  seien  gleich  groß  mit  Ausnahme  der  ersten  und  letzten,  die  halb 
so  groß  sein  mögen  wie  die  übrigen.  Die  Diagonalen  verlaufen  daher  parallel. 
Die  Fahrbahn  liege  unten. 

Das  System  besteht  aus  einer  statisch  bestimmt  gelagerten  starren  Scheibe. 
Sämtliche  Knotenpunkte  sind  zweistäbig  an  das  starre  Dreieck  1 — 2 — 3  an- 
geschlossen (Abb.  319),  nämlich 

Knotenpunkt  a  an  1  und  2 
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Wir  beseitigen  jetzt  den  fraglichen  Obergurtstab  und  bringen  zum  Ersatz 
seine  Spannkraft  0  als  äußere  Kraft  an  (Abb.  319a).  Dadurch  ist  das  System 
einfach  beweglich  geworden,  da  eine  Starrheitsbedingung  beseitigt  ist.  Man 
darf  daher  zur  Berechnung  von  0  das  Grundgesetz  JS'(>  •  c  =  o  anwenden.  Der 
schraffierte  Teil  des  Systems  ist  starr  geblieben,  denn  rechts  von  dem  starren 
Dreieck  1 — 2 — 3  sind  die  Knotenpunkte  a  bis  l  sämtlich  zweistäbig  angeschlossen. 
Links  von  dem  Dreieck  können  nach  Beseitigung  des  Gurtstabes  aber  nur  noch 
4  an  1  und  2  sowie  5  an  3  und  4  durch  je  zwei  Stäbe  angeschlossen  werden, 
r^er  übrige  Teil  ist  beweglich  geworden.  Jetzt  denken  wir  uns  wieder  den 
starren  Teil  festgehalten,  dem  beweglichen  eine  willkürliche  Verschiebung 
gegen  den  starren  Teil  erteilt  und  zeichnen  die  dieser  Verschiebung  ent- 
sprechende Figur  F'.  Die  lotrechten  Geschwindigkeiten  der  auf  dem  starren 
Teil  liegenden  Knotenpunkte  sind  =  o,  da  dieser  Teil  festgehalten  ist.  Es 
fallen  also  zusammen  1'  mit  i,  2'  mit  2,  3'  mit  3,  4'  mit  4,  5'  mit  5,  «'  mit  a, 
h'  mit  h  usw.  Der  Punkt  6  kann  sich  gegen  den  festgehaltenen  Teil  nur  auf 
einem  Kreisbogen  mit  dem  Radius  3—6  bewegen,  da  er  lediglich  mittels  des 
Stabes  3 — 6  mit  dem  festgehaltenen  Teil  zusammenhängt.  Die  wirkliche  Ge- 
schwindigkeit Vq  ist  daher  senkrecht  zu  3—6  gerichtet,  so  daß  die  lotrechte 
mit  der  Stabrichtung  3—6  zusammenfällt.  Da  die  Figur  i^'  beliebig  gezeichnet 
werden  daif,  lassen  wir  6'  mit  3  zusammenfallen.  7'  ist  dann  bestimmt  als 
Schnittpunkt  der  zu. 5  —  7  und  6  —  7  parallelen  Geraden  5'— 7'  und  6'  — 7',  da 
der  Punkt  7  zweistäbig  an  5  und  6  durch  die  Stäbe  5  —  7  und  6  —  7  angeschlossen 
ist.     7'  fällt  daher  mit  3  zusammen.     Zur  Bestimmung  von  8'  zeichnen  wir  die 
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zu  5—8  und  6  —  8  parallelen  Geraden  ,5' — 8'  und  6' — 8',  weil  8  zweistäbig 
durch  die  Stäbe  5  —  8  und  6 — S  angeschlossen  ist.  8'  fällt  daher  mit  5  zu- 
sammen. 9'  ist  dann  bestimmt  als  Schnittpunkt  der  zu  7 — 9  und  S — 9  parallelen 
Geraden  7' — 9'  und  8'— 9',  weil  9  durch  die  Stäbe  7 — 9  und  8 — 9  angeschlossen 
ist.  Da  10  durch  7—10  und  8 — 10  angeschlossen  ist,  liegt  10'  im  Schnittpunkt 
der  zu  7 — 10  und  8  10  parallelen  Geraden  7' — 10'  und  8' — 10'.  Dann  folgt  11 
als  Schnittpunkt  der  zu  9 — 11  und  10—11  parallelen  Geraden  9'  — 11'  und  10'— 11', 
während  12'  bestimmt  ist  als  Schnittpunkt  der  zu  10 — 12  und  11  — 12  gezeich- 
neten Parallelen  10' — 12'  und  11' — 12'.  Endlich  finden  wir  noch  13'  als  Schnitt- 
punkt der  zu  9 — 13  und  11  — 13  parallelen  Geraden  9' — 13'  und  11'  13'  /'Abb.3i9a). 

Nunmehr  untersuchen  wir  den  Einfluß  der  wandernden  Last  1  t. 

1.1t  stehe  in  9.    Der  Auflagerdruck  A  infolge  dieser  Laststellung  sei  =^  Ao,. 

X  l 

Da  ^9  in  13  angreift,  ist  sein  Hebelarm  in  bezug  auf  13'  =       +  /  +  /  +    '  =  3  A. 

2  2 

Die  in  9    angreifende  Last  1  t  hat   in  bezug  aut  9'  den  Hebelarm  2  /  und  die 


12      10 


i    Abb.   319. 


Abb.  319a. 


Abb.   319b. 


in  6  angreifende  Kraft  0  in  bezug  auf  6'  den  Hebelaim  li.  Die  Hebelarme 
der  in  4  angreifenden  Kraft  0  und  des  in  l  angreifenden  Auflagerdrucks  B  in 
bezug  auf  4'  bezw.  V  sind  =  o,  da  4'  mit  4  und  V  mit  l  zusammenfällt.  Die 
Gleichung  ^^•c  =  o  lautet  daher 

Ö  •  Ä  +  J9  •  3  /  —  I  •  2  /  rzi  o 


0  =  _^„.3/:  + 


I  •  2  A 


3  Ä  "^X 

Den  Wert  —  .^9  •    ,     finden  wir  senkrecht   unter  9   aus  der  mit  —  ■^-   multipli- 

1  •  '  / 

zierten  ^-Linie.    Hierzu  addieren  wir  dann  noch  den  Wert       ,    '.   DieDifferenz 

h 
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der    beiden  Strecken  ist  dann  die  Ordinate  der  Einflußlinie   senkrecht  unter  9. 

o  2  1  '  2  >L 

Sie  wird  negativ,   da — ^y  •    ,    >H j —  (Abb.  319b). 

3.  Die  Last  1  t  stehe  in  7.  Der  Hebelarm  in  bezug  auf  7'  ist  ^  2  /. 
A-  und  0  behalten  ihre  Hebelarme  3A  bezw.  0  bei,  da  sie  ja  immer  an  dem- 
selben Punkte  angreifen.     Die  Gleichung  ^  (^  •  c  =  o  lautet  daher 

0  •h-\-A-  ■  ^  X  —  I  •  2  A  3=  o. 

3  A  3  A 

Der  Wert  —  A-,  ■  ^-  ist  senkrecht  unter  7  aus  der  —  A-  ^- Linie    abzugreifen. 

\  .  2  X 
Dazu  ist  dann  noch  die  Strecke  J-  — j —  zu  addieren.    Die  Differenz  der  beiden 

h 

Strecken  ist  dann  die  Einflußordinate  senkrecht  unter  7.    Sie  ergibt  sich  negativ, 

da-J,.3/>+^-f^ 
h  h 

3.    Die    Last  i  t    stehe    in  5.     Alsdann    ist    ihr    Hebelarm    in    bezug    auf 

5'  =  o,  da  5' mit  5  zusammenfällt.   Die  Anwendung  des  Grundgesetzes  ^<2 -0  =  0 

liefert  daher  die  Gleichung 

o-h  +  A,-yA  =  o-    o  =  -^5-/- 

Senkrecht    unter  5    ist    mithin  die  Einflußordinate  =  —  ^---i-.      Sie    wird    der 

3/I 
—  A-    ,    -Linie  entnommen. 
h 

Auch    für    alle    übrigen  Laststellungen    auf    dem  festgehaltenen  Teil  gilt 

die  Gleichung 

0-h-\-A-2>^=-O,    so  daß  0  =  —  .1  •  ^, 

denn    die    lotrechten    Geschwindigkeiten    der    Angriffspunkte    der   wandernden 
Last  1  t  sind  hierzu,  also  auch  die  Hebelarme  der  wandernden  Last. 

Unter    dem    festgehaltenen    Teil    stimmt    daher    die    0- Linie    mit    der 

q    5 

mit  — 1   multiplizierten^-    ,     -Linie  überein  (Abb.  319b). 

Die  D-Linie  (Abb.  320). 

Zunächst  beseitigen  wir  die  Diagonale  D  und  bringen  zum  Ersatz  ihre 
Spannkraft  als  äußere  Kraft  an.  Dadurch  ist  das  System  einfach  beweglich 
geworden,  da  eine  Starrheitsbedingung  beseitigt  ist.  Zur  Berechnung  von  D 
kann  daher  die  Gleichung  ^Q-c^o  angewandt  werden.  Der  schraffierte  Teil 
des  Systems  ist  starr  geblieben,  da  rechts  von  dem  starren  Dreieck  i  —  2  —  3 
sämtliche  Knotenpunkte  zweistäbig  angeschlossen  sind.  Links  von  dem  Dreieck 
können  noch  Punkt  4  durch  die  Stäbe  1  —  4  und  2  — 4  und  5  durch  die  Stäbe  3  —  5 
und  4  —  5    angeschlossen  werden.     Der    übrige  Teil    ist    beweglich    geworden. 

Wir  denken  uns  jetzt  den  starren  Teil  festgehalten,  dem  beweglichen 
eine  willkürliche  Verschiebung  gegen  den  festgehaltenen  erteilt  und  zeichnen 
die    dieser  Verschiebung    entsprechende  Figur  F'.     Da   der  Punkt  6  lediglich 
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durch  den  Stab  4—6  mit  dem  festgehaltenen  Teil  verbunden  ist,  kann  er  sich 
nur  auf  einem  Kreisbogen  mit  dem  Radius  4 — 6  bewegen.  Seine  wirkliche 
Geschwindigkeit  hat  also  die  Richtung  Vc,±^—6,  die  lotrechte  Geschwindigkeit 
fällt  daher  in  die  Stabrichtung  4—6  hinein.  Wir  wählen  sie  derart,  daß  6' 
mit  4  zusammenfällt.  Da  7  durch  die  Stäbe  5—7  und  6—7  angeschlossen  ist, 
finden  wir  7'  als  Schnittpunkt  der  zu  5—7  und  6—7  parallelen  Geraden  5' — 7' 
und  6'^7'.  7'  fällt  daher  mit  5  zusammen.  8'  fällt  in  den  Schnittpunkt  der 
zu  5  —  8  und  6  —  8  gezeichneten  Parallelen  5' — 8'  und  6'— 8',  da  8  durch  die 
Stäbe  5 — 8  und  6—8  angeschlossen  ist.  Entsprechend  bestimme  man  noch  die 
Punkte  9',    10',    11',  12'   und   13'  (Abb.  320).     Die  Punkte  1'.  2',  3',  4',  5',  a\  h' 


Abb.  ^^20. 
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bis  V  fallen  mit   den   entsprechenden  Punkten  1,  2,  3  ...  bis  l  zusammen,    da 
sie  dem  festgehaltenen  Teil  angehören,  also  keine  Verschiebung  erleiden. 
Nunmehr  untersuchen  wir  den  Einfluß  der  wandernden  Last  1  t. 

1.  1  t  stehe  in  9.  Da  9'  mit  9  zusammenfällt,  ist  der  Hebelarm  der  Last 
in  bezug  auf  9'  =  o.  Die  in  6  angreifende  Kraft  D  hat  in  bezug  auf  6'  den 
Hebelarm  /.  •  sin  y,  der  in  13  angreifende  Autlagerdruck  A  für  13'  den  Hebel- 
arm-   .     Die  Hebelarme   der  in  3  und  l  angreifenden  Kräfte  I>  und  i?  sind=o, 

weil  3'  mit  3  und  V  mit  /  zusammenfällt.     Demgemäß   erhallen  wir   mit  Hilfe 
des  Gesetzes  ^Qc  =  o  die  Gleichung 

D  ■'/.•  sin  ^  —  vi;,  •  —  =;  O 

D  =  +     -^^-  ■ 
2  sin  if 

A.  1 

Senkrecht  unter  9  ist  die  Einflußordinate  =+  -  •''     .  die  der  mit  --. —  multi- 
^  2siny  2S\n(f 

plizierten  J- Linie  entnommen  wird. 

2.  1  t  stehe  in  7.  Ihr  Hebelarm  in  bezug  auf  7'  ist  = /.  D  und  A-  be- 
halten ihre  Hebelarme,  da  sie  nach  wie  vor  in  denselben  Punkten  13  bezw.  6 
angreifen.     Das  Gesetz  2'Q-c^o  liefert  daher  die  Gleichung 
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X 
D  •  2  •  sin  g)  -{-  I  -^  — ^7 =  O 


ö-=  + 


2 

^7  I 


^7 


2  Sin  f/1  sin  (p 

A  .  A-, 

Von  der  aus  der       . Linie  senkrecht  unter  7  abzugreifenden  Ordinate       .' 

2Sin^  '  ö  2Siny 

muß  daher  die  Ordinate      . abgezogen  werden.    Die  Differenz  ist  dann  die 

sm  <fi       ^       '^ 

Eintlußordinate   für  D  senkrecht    unter  7.     Sie    ergibt' sich    hier   negativ,    weil 

1  A- 

die   abzuziehende  Strecke    --. > r-' 

sm  (p         2  sin  (f 

3.    Die  Last  1  t  stehe  in  5.     Ihr  Hebelarm  in  bezug  auf  5'  ist  =0.     Die 

Gleichung  2"^  ■  c  =  0  lautet  daher 

Z)  •  /  •  sin  gp  —  ^45 ::=  O 

D  =  +        ^' 


2  Sin  (p 


Senkrecht   unter  5   ist  daher  die   aus   der  — -. Linie  abzugreifende  Ordinate 

2  sm  (f 

A- 

r —  die  Einflußordinate  für  D. 

•  3  sin  y 

Auch  für  alle  übrigen  Laststellungen  auf  dem  festgehaltenen  Teil  lautet 

die  Gleichung 

X  Ä 

D-X-s\n(f — J.-~r=:o,  so  daß  D  = -f- — ; — • 
'2  -  2  sin  cp 

j{ 

Unter  diesem  Teil  stimmt  daher  die  Z)-Linie   mit  der — : Linie     überein 

2  Sin  ff 

(Abb.  320  a). 

Die    F-Linie. 

Zur  Ermittlung  der  ]'- Linie  beseitigen  wir  die  Vertikale  V  (Abb.  321) 
und  bringen  zum  Ersaiz  ihre  Spannkraft  als  äußere  Kraft  an.  Damit  ist  das 
System  einfach  beweglich  geworden,  da  eine  Starrheitsbedingung  beseitigt  ist. 
Es  gilt  daher  das  Grundgesetz  jQ-c  =  o.  Nur  die  schraffierten  Teile  sind 
starr  geblieben,  alles  übrige  ist  beweglich  geworden,  wie  leicht  zu  erkennen 
ist,  da  kein  Knotenpunkt  zweistäbig  an  eine  starre  Scheibe  angeschlossen 
werden  kann.  Wir  machen  das  bewegliche  System  jetzt  dadurch  zu  einer 
zwangläufigen  Kette,  daß  wir  uns  ein  Glied,  z.  B.  die  starre  Scheibe  1 — 2  —  3 
festgehalten  denken.  Dem  übrigen  (beweglichen)  Teil  erteilen  wir  sodann  eine 
willkürliche  Verschiebung  und  zeichnen  die  dieser  Verschiebung  entsprechende 
Figur  F'.  Da  der  Punkt  5  sich  gegen  die  festgehaltene  Scheibe  1  —  2  —  3  nur 
auf  einem  Kreisbogen  mit  dem  Radius  2—5  bewegen  kann,  seine  wirkliche 
Geschwindigkeit  F^  daher  ±2  —  5  gerichtet  ist,  so  muß  seine  lotrechte  Ge- 
schwindigkeit in  die  Stabrichtung  2—5  fallen.  Wir  wählen  sie,  da  die  Figur  F' 
eine  beliebige  sein  darf,  derart,  daß  5'  mit  2  zusammenfallt.  Damit  sind  die 
lotrechten  Geschwmdigkeiten  aller  übrigen  Punkte  bestimmt.  1',  2'  Und  3' 
müssen  mit  1,  2  und  3  zusammenfallen,    da   die  Scheibe   1—2—3   festgehalten 
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ist,  also  keinfe  Geschwindigkeit  erfährt,  o'  liegt,  da  der  Punkt  6  durch  die 
Stäbe  3 — 6  und  5—6  an  3  und  5  angeschlossen  ist,  im  Schnittpunkt  der  zu 
3 — 6  und  5 — 6  parallelen  Geraden  3' — 6'  und  5'  — 6',  fällt  also  mit  3  zusammen. 
7'  liegt  im  Schnittpunkt  der  zu  5 — 7  und  3—7  parallelen  Geraden  3' — 7'  und 
5' — 7',  weil  7  zweistäbig  durch  die  Stäbe  3 — 7  und  5 — 7  angeschlossen  ist. 
8'  ist  bestimmt  durch  die  zu  6—8  und  7 — 8  parallelen  Geraden  6' — 8'  und 
7' — 8',  da  8  zweistäbig  durch  6  —  8  und  7 — 8  angeschlossen  ist  usw.  So  be- 
stimme man  noch  der  Reihe  nach  die  lotrechten  Geschwindigkeiten  der  Punkte 
9,  10  usw.  bis  24. 

Alsdann  untersuchen  wir  den  Einfluß  der  wandernden  Last  1  t. 

8 
1.    1  t    stehe    in   20.     Ihr  Hebelarm    in    bezug    auf   20'    ist  =4^=    ^    /.- 

Der  in  Punkt  24  angreifende  Auflagerdruck  ^20  hat  in  bezug  auf  24'  den  Hebel- 


^r9\ 


Abb.  321  a 


arm  4,5/=  ^   /.     Der  Hebelarm  der  in  13  angreifenden  Kraft  F  in  bezug  auf 


13'  ist  2,5  A=-^  2,  während  die   in  12   angreifende  Kraft  7  in  bezug  auf  12' 
den  Hebelarm  zl  =  --l  hat.    Der  Hebelarm  der  in   1   angreifenden  Kralt  B  in 


bezug  auf  1'  ist  =0,  weil  1    mit  1   zusammenfällt.     Die  Gleichung  2fCt)-'  =0 
lautet  daher 


7.  i-  A  -  T^  ''■  l  -\-\-^  l-  A..-^l  —  o. 


Y-^  l  +  I 

2  22  2 

Die  Ordinate  9  •  A..^  finden  wir  senkrecht  unter  20  aus  der  mit  9  multi- 
plizierten A-Linie.  Diese  ist  eine  Gerade,  die  von  der  Senkrechten  durch  das 
Auflager  A  die  Strecke  +  1-9,  also  9  Einheiten  abschneidet.    Von  der  Ordinate 
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9  ^20  müssen  dann  noch  achi  Einheiten  abgezogen  werden.    Die  Differenz  ist  dann.- 
die  Einflußordinate  für  V  senkrecht  unter  20.     Sie  ergibt  sich  hier  positiv. 

2.  it    stehe    in    18.      Ihr   Hebelarm    in    bezug    aut   18'   ist  =4/  =  -^    / 

Die  Hebelarme  der  übrigen  Kräfte  bleiben  dieselben  wie  vor,  da  sie  ja  immer 
an  denselben  Punkten  wirken.     Das  Gesetz  ^Q-r  =  o  lautet  daher 

7.   5   x^V-  ^  /  -f  I  .  ^  /  —  ^18  •  "  -^  =  o 

2  22  2 

Von  der  aus  der  9-  ^-Linie  senkrecht  unter  18  gefundenen  Ordinate  9  Ai^ 
müssen  also  acht  Einheiten  abgezogen  werden.    Die  Differenz  wird  hier  negativ. 

3.  Die  Last  1  t  stehe  in  16.     Sie  hat  daher  in  bezug  auf  16'  den  Hebel- 
arm  3/  =  — /,  so  daß  die  Gleichung  ^('^•r=o  lautet: 


2  2  '  2  2 

V=  +  9-A,,       6. 


Von  der  Ordinate  A,6  sind  daher  sechs  Einheiten  abzuziehen.  Die  Differenz 
wird  positiv.  Auf  diese  Weise  ermittle  man  noch  die  Einflußordinaten  für  die 
übrigen  Laststellungen  (Last  1  t  in  14,  12,  10,  8,  6,  3).  Verbindet  man  die 
Endpunkte  der  Einflußordinaten  zwischen  den  Querträgern  geradlinig,  so  entsteht 
die  in  Abb.  3»!  a  dargestellte  Einflußlinie. 

Verlaufen  die  Gurtstäbe  und  Diagonalen  nicht  parallel,  so  fallen  die 
Endpunkte  der  lotrechten  Geschwindigkeiten  nicht  mehr  mit  den  Knotenpunkten 
zusammen.  Es  empfiehlt  sich  dann,  der  besseren  Übersichtlichkeit  halber,  die 
Figur  F'  außerhalb  des  Stabnetzes  besonders  herauszuzeichnen.  Gesucht  sei 
z.B.  die  f/- Linie  (Abb.  322)- 

Zunächst  beseitigen  wir  wieder  den  fraglichen  Untergurtstab  und  bringen 
zum  Ersatz  seine  Spannkraft  als  äußere  Kraft  an,  wodurch  das  System  einfach 
beweglich  geworden  ist,  da  eine  Starrheitsbedingung  beseitigt  wurde.  Somit 
gilt  das  Grundgesetz  ^Q-r  =  o.  Der  schraffierte  Teil  des  Systems  ist  starr 
geblieben,  da  rechts  von  dem  starren  Dreieck  1 — 2 — 3  sämtliche  Knotenpunkte 
zweistäbig  angeschlossen  sind.  Links  von  dem  Dreieck  sind  noch  4  an  1  und  2 
durch  1—4  und  2—4  und  5  an  3  und  4  durch  3 — 5  und  4—5  angeschlossen.  Der 
übrige  Teil  ist  beweglich  geworden.  Dem  beweglichen  Teil  erteilen  wir  jetzt  eine 
willkürliche  Bewegung  gegen  den  festgehaltenen  starren  Teil  und  zeichnen  die 
dieser  Bewegung  entsprechende  Figur  F'.  Dem  Punkte  6  erteilen  wir  die  be- 
liebige lotrechte  Geschwindigkeit  6—6'  (Abb.  322a).  Da  6  sich  auf  einem  Kreis- 
bogen mit  dem  Radius  6—4  gegen  den  starren  Teil  bewegt,  ist  seine  wirkliche 
Geschwindigkeit  Fg^ö  — 4  gerichtet.  Seine  lotrechte  Geschwindigkeit  fällt 
daher  in  die  Stabrichtung  6—4  hinein.  6—6'  ist  daher  parallel  zu  6—4  auf- 
zutragen. Da  8  durch  die  Stäbe  6  —  8  und  5—8  an  6  und  5  angeschlossen  ist, 
finden  wir  8'  als  Schnittpunkt  der  zu  6—8  und  5—8  parallelen  Geraden  6'— 8' 
und  5'— 8'  (5'  ist  in  Abb.  322  a  im  Abstände  h^  senkrecht  über  6  aufgetragen, 
da    der  Punkt    auch    in    dem   Stabnetz    diesen  Abstand    hat).     7'  ist  dann  der 
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Schnittpunkt  der  zu  5—7  und  6—7  parallelen  Geraden  5'— 7'  und  6'— 7',  da  7 
zweistäbig  durch  5 — 7  und  6 — 7  angeschlossen  ist.  Zur  Bestimmung  von  9' 
müssen  7'— 9' I!  7 — 9  und  8'— 9' |i  8 — 9  gezeichnet  und.  zum  Schnitt  gebracht 
werden,  weil  9  durch  die  Stäbe  7 — 9  und  8—9  angeschlossen  ist.  11'  ist 
endlich  bestimmt  als  Schnittpunkt  der  zu  8 — 11  und  9 — 11  parallelen  Geraden 
8' — 11' und  9' — 11',  weil  11  durch  8—11  und  9—11  angeschlossen  ist.  10' brauchen 
wir  nicht,  da  in  10  keine  Kraft  angreift.  Auf  diese  Weise  ist  der  in  Abb.  322  a 
dargestellte  Geschwindigkeitsplan  entstanden. 

Nunmehr  untersuchen  wir  den  Einfluß   der  wandernden  Last  1  t. 

1  Die  Last  1  t  stehe  in  8.  Ihr  Hebelarm  in  bezug  auf  8'  ist*=Cg.  Der 
in  11  angreifende  Auflagerdruck  A<^  hat  den  Hebelarm  ru  in  bezug  auf  11', 
während  der  Hebelarm  der  in  6  angreifenden  Kraft  U  für  den  Punkt  6'  =  Uq  ist. 
Die   Hebelarme  der  in  3  und  i  angreifenden  Kräfte  f"  und  B  sind  ^^  o,  weil  3 


gg'  Abb.  322. 


Abb.    ^22b. 


und  /'  mit    3    und  /   zusammenfallen.     Die  Gleichung  ^Q-c  =  o    lautet    daher 
für  diese  Laststellung 

Cn \^s   _ 

«6 .        ik 
Die    Einflußordinate    unter    8     ist    daher     die    Differenz     der    Ordinaten 


unter    8 

^s---    und    — "•     -4s(--'     wird    aus    der    mit     "-    multiplizierten    J.-Linie  ent- 

nommen. 

2.  Die  Last  1  t  stehe  in  6.  Ihr  Hebelarm  in  bezug  auf  '6'  ist^Cg.  Ä^- 
und  L"  haben  dieselben  Hebelarme  wie  unter  i,.da  sie  an  denselben  Punkten 
angreifen.     Die   Gleichung  ^Q-c  =  o  lautet  daher 

U-  11q-\-  I  C,;  —  A^■  ■  Cn  —O 

«6  Uq 


r^-\-A, 


•Zöi 


Cn'       -r:.       ^..       ._..__, 3-^      ^.^■_...        <  d 


Von  der  aus  der  ^•  — -Linie  zu  entnehmenden  Ordinate  ^^,- •  —  ist  die 
Ordinate       *"  abzuziehen.     Die  Differenz    ist    sodann   die  Einflußordinate  senk- 

recht  unter  6.   - 

3.  Die  Last  1  t  stehe  in  3.  Ihr  Hebelarm  in  bezug  auf  3'  ist  dann  -=  o, 
weil  3'  mit  3  zusammenfällt.     Die  Gleichung  2Q-c  =  o  lautet  daher 

U-i(,-  -  A3'C^^—o 

Dieser  Wert  wird    senkrecht    unter  3    aus    der  J.-  — -Linie    entnommen 

Auch  für  alle  übrigen  Laststellungen  auf  dem  festgehaltenen  Teil  lautet  die 
Gleichung 

U-n^  —  A-c^^  =  0 

Denn  die  lotrechten  Geschwindigkeiten  der  Angriffspunkte  der  wandern- 
den Last  sind  sämtlich  ^o. 

Für  den    festgehaltenen  Teil    ist    daher  die  A-— -Linie  die  Eintlußlinie. 

Verbindet  man  noch  die  Endpunkte  der  errechneten  Einflußordinaten  zwischen 
den  Querträgern  geradlinig  miteinander,  so  entsteht  die  in  Abb.  322b  dar- 
gestellte Einflußlinie  für  U. 

Zur  Übung  wird  dem  Leser  empfohlen,  auch  eine  D-Linie  und  die  7-Linie 
für  die  Mittelvertikale  nach  diesem  Verfahren  zu  ermitteln. 

5.   Berechnung  von  Einflußlinien  mit  Hilfe   der   Moraentanpole. 
(Polkonfiguration.) 

A.  Allg-emeiues. 

In  Abb.  323  ist  ein  Gelenkviereck  a  —  h—c  —  d,  also  ein  einfach  beweg- 
liches System  dargestellt,  dessen  starre  Scheiben  I  und  II  mit  dem  starren 
Widerlager  (tv)  gelenkig  verbunden  sind.  Erteilt  man  diesem  System  irgend 
eine  Bewegung,  so  drehen  sich  die  Scheiben  I  und  II  gegen  das  Widerlager 
um  die  Gelenkpunkte  a  und  b.  Wir  wollen  diese  Drehpole  kurz  mit  I  /r  und 
11/^  (sprich:  I  gegen  7u  und  II  gegen  w)  bezeichnen.  Die  Scheibe  III  dreht 
sich  gegen  die  Scheibe  I  um  den  Gelenkpunkt  c,  den. wir  mit  IUI  (l  gegen  III) 
und  gegen  die  Scheibe  II  um  den  Gelenkpunkt  d,  den  wir  mit  II III  (II  gegen  III) 
bezeichnen  wollen.  Gesucht  sei  nun  der  momentane  Drehpol  der  Scheibe  III 
gegen  das  Widerlager  w  (III t).  Da  der  Punkt  <■  der  Scheibe  III  angehört 
und  sich  nur  auf  einem  Kreisbogen  mit  dem  Radius  a  —  c  gegen  das  Wider- 
lager verschieben  kann,  hat  seine  wirkliche  Geschwindigkeit  die  Richtung 
Vc  ±  (i  —  c  (unendlich  kleine  Zeitdauer  der  Bewegung  vorausgesetzt).  Seine 
lotrechte  Geschwindigkeit  fällt  daher  in  die  Richtung  a — e.  Das  ist  aber  gleich- 
zeitig auch  die  Richtung  des  Polstrahles  des  Punktes  c,  denn  wie  auf  Seite  215 
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wy^. 


gezeigt  wurde,  fallen  die  Richtungen  der  lotrechten  Geschwindigkeiten  mit 
den  Richtungen  der  Polstrahlen  zusammen.  Damit  kennen  wir  also  den  Pol- 
strahl eines  Punktes  der  Scheibe  III,  der  durch  das  Momentanzentrum  der 
Scheibe  gehen  muß. 

Aus  demselben  Grunde  fällt  der  Polstrahl  des  der  Scheibe  III  angehörenden 
Punktes  d  in  die  Richtung  h  —  d.  Auch  dieser  Polstrahl  muß  durch  das 
Momentanzentrum  der  Scheibe  gehen.  Der  Schnittpunkt  beider  Polstrahlen 
ist  daher  das  Momentanzentrum  der  Scheibe  III,  d.  h.,  da  es  sich  um  eine 
Drehung  der  Scheibe  III  gegen  das  Widerlager  handelt,  der  momentane 
Drehpol  der  Scheibe  III  gegen  das  Widerlager,   also  III  vr. 

Man    erkennt    daher,   daß    I  w,  IUI  und  III  ?/;    auf    einer    Geraden 
liegen  müssen.     Ebenso  müssen  II?r,  H  III  und  III //•  auf  einer  Geraden  liegen. 
Man  merke  sich  dazu  folgende   Gedächtnisregel: 

Sind  zwei  Pole,  z.  B.  I  w  und  I III  gegeben,  so  denken  wir  uns  die  gleichen 
Benennungen,  also  hier  die  Benennung  I,  beseitigt  und  bilden  einen  neuen  Pol 

aus  den  übrig  bleibenden  Benennungen,  also 
hier  aus  III  und  w.  Dieser  Pol  muß  dann 
mit  den  beiden  anderen  auf  einer  Geraden 
liegen. 

Auf  diese  Weise  kann  man  schnell,  wenn 
einige  Pole  gegeben  sind,  auf  die  übrigen 
Pole  schließen. 

So  muß  z.  B.  in  Abb.  323  der  Pol  I  II 
einerseits  auf  der  durch  I  w  und  II  w  ge- 
legten, anderseits  auf  der  durch  1 III  und  II III 
gelegten  Geraden  liegen.  Der  Schnittpunkt 
beider  Geraden  ist  dann  I  II. 

Zwei  Scheiben,  die  durch  zwei  Stäbe 
gelenkig  miteinander  verbunden  sind,  drehen 
sich  daher  in  jedem  Augenblick  um  den 
Schnittpunkt  der  Achsen  beider  Stäbe.  Sie 
hängen  also  gewissermaßen  in  diesem  Punkt 
gelenkig  miteinander  zusammen,  weshalb 
man  für  ihn  die  Bezeichnung  ideelles  oder 
imaginäres  Gelenk  eingeführt  hat.  Nach 
Föppl,  der  zuerst  auf  die  Bedeutung  dieses 
Gelenkes  aufmerksam  machte,  nennt  man  es 
auch  ein  Föpplsches  Gelenk.  So  sind  z.  B.  die  Pole  III /r  und  III  die 
imaginären  Gelenke  der  Scheiben  III  und  w  bezw.  1  und  II. 

Nachstehend  soll  nun  gezeigt  werden,  wie  man  mit  Hilfe  der  Momentanpole 
und  des  Gesetzes  ^Q  •  c  =  o  in  einfacher  Weise  Eintlußiinien  für  statische  Größen 
eines  statisch  bestimmten,  starren  Systems  herleiten  kann.  Gesucht  sei  z.  B.  die 
Einflußlinie  für  die  Diagonale  D  eines  einfachen  Fachwerkbalkens  (Abb.  324). 
Wir  stellen  die  Last  1  t  an  einer  beliebigen  Stelle  des  Balkens,  z.  B.  im 
Punkte  m   der  Scheibe  II  auf  und  berechnen  die  Spannkraft  U    infolge    dieser 


I  / 
1/ 

LI 


Abb.  323. 
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Lasistellung.  Zu  diesem  Zweck  beseitigen  wir  zunächst  die  Diagonale  und 
ersetzen  sie  durch  ihre  Spannkraft  D.  Dadurch  zerfällt  das  System  in  die 
starren  Scheiben  a\  I,  IT,  IIl  und  IV  und  wird  einfach  beweglich,  so  daß  das 
Grundgesetz  ^Q-c  —  o  Geltung  hat.  Die  Hebelarme  c  der  Kräfte  Q  können 
dabei  einer  beliebigen  Figur  F'  entnommen  werden.  Die  Zeichnung  der 
Figur  F'  wird  dann  besonders  einfach,  wenn  man  die  augenblicklichen  Drehpole 
der  starren  Scheiben  kennt,  da  die  lotrechten  Geschwindigkeiten  von  Punkten 
einer  starren  Scheibe  in  den  zugehörigen  Polstrahlen  liegen  müssen  (vergl.  i, 
Seite  215). 

Wir  erteilen  daher  dem  durch  Beseitigung  der  Diagonale  D  beweglich 
-gemachten  System  eine  willkürliche  Bewegung  gegen  das  feststehende  starre 
Widerlager  und  ermitteln  zunächst  die  augenblicklichen  Drehpole  der  Scheiben 
I  bis  IV.  Dabei  dreht  sich  die  Scheibe  I  gegen  das  Widerlager  um  das  feste 
Auf  lagergelenk  (/"),  so  daß  dieses  der  Pol  I  w  ist.  Der  Pol  I II  ist  das  imaginäre 
Gelenk  der  Scheiben  I  und  II,  welches  bestimmt  ist  als  der  Schnittpunkt  der 
beiden  mit  den  Scheiben  I  und  II  gelenkig  zusammenhängenden  Stäbe  III  und  IV 
Der  Pol  II  tv  muß  auf  der  Senkrechten  zur  Gleitbahn  g  des  beweglichen  Auf- 
lagers liegen.  Denn  der  zur  Scheibe  II  gehörende  Auflagergelenkpunkt  a  kann 
sich  nur  parallel  zur  Gleitbahn  g  verschieben,  so  daß  die  wirkliche  Ge- 
schwindigkeit Va  parallel  zu  g,  die  lotrechte  und  damit  auch  der  Polstrahl  des 
Punktes  a  senkrecht  dazu  gerichtet  sein  muß.  Dieser  geht  aber  durch  den 
augenblicklichen  Drehpol  der  Scheibe,  zu  der  der  Punkt  a  gehört,  d.  h.  durch 
den  Pol  II  ic.  Anderseits  muß  II  tc  nach  der  auf  Seite  238  angegebenen 
Regel  auf  der  Verbindungslinie  III  und  l  u:  liegen.  Durch  diese  beiden  Be- 
dingungen ist  II  u:  bestimmt. 


.\bb.  324. 


/'d 


Die  Pole  I  IV  und  II  IV  liegen  in  den  Gelenkpunkten,  um  welche  die 
Scheiben  I  und  II  sich  gegen  die  Scheibe  IV  drehen.  Eine  entsprechende 
Lage  haben  die  Pole  I  III  und  II  III.     Ferner  muß  IV  ?r  einerseits  aufderVer- 
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bindungslinie  von  Iw  und  I  IV,  anderseits  auf  der  Verbindungslinie  von  II  a- 
und  II  IV  liegen,  also  im  Schnittpunkt  der  beiden  Verbindungslinien.  Des- 
gleichen liegt  III  u:  im  Schnittpunkt  der  Verbindungslinien  von  I  t  und  I  III 
und  von  11  v:  und  II  III. 

lll  tv  und  IV  w  müssen  endlich  noch  mit  III  IV  auf  einer  Geraden  liegen. 
III  IV  ist  aber  das  imaginäre  Gelenk  der  Scheiben  III  und  IV  und  dieses  liegt 
im  Schnittpunkt  der  ^'erbindungslinien  der  Gelenkpunkte  der  mit  III  und  IV 
zusammenhängenden  Scheiben.  Diese  Verbindungslinien  schneiden  sich,  da  sie 
parallel  verlaufen,  erst  im  Unendlichen,  so  daß  III  ;r  senkrecht  über  lY  ii- 
liegen  muß. 

Nunmehr  ist  die  Figur  F'  leicht  zu  bestimmen.  Wir  erteilen  dem  An- 
griffspunkte m  der  Last  i  t  die  lotrechte  Geschwindigkeit  m  —  m',  die  auf  dem 
Polstrahl  des  Punktes  m  liegen  muß.  Da  in  der  Scheibe  II  angehört,  diese 
sich  aber  um  Uw  dreht,  so  ist  der  Polstrahl  des  Punktes  m  derStrahl  m — 11  u\ 
Man  erhält  nun  die  einfachste  Figur  F',  wenn  man  die  lotrechte  Geschwindig- 
keit so  wählt,  daß  ihr  Endpunkt  in  den  Drehpol  der  betreffenden  starren 
Scheibe  fällt,  weil  dann  auch  die  Endpunkte  der  lotrechten  Geschwindigkeiten 
aller  übrigen  Punkte  der  starren  Scheibe  in  demselben  Drehpol  liegen.  Wir 
wählen  daher  m  —  m'  derart,  daß»;/  mit  II  ?/?  zusammenfällt.  Dann  fallen  auch 
a',  b'  und  c'  mit  II  ic  zusammen  (vergl.  i,  Seite  217,  Abb.  304).  d'  muß  einer- 
seits auf  dem  Polstrahl  des  Punktes  d  liegen,  d.*h.  auf  dem  Strahl  d — Iw 
(weil  der  Punkt  d  der  Scheibe  I  angehört),  anderseits  auf  der  durch  c'  zu  c — d 
gezogenen  Parallelen.  Damit  ist  auch  d'  bestimmt.  /',  fällt  mit  /  zusammen, 
da  dieser  Punkt  zum  festen  Auflager  gehört,  also  keine  Verschiebung  erleidet 

Nunmehr  setzen  wir  die  Gleichung  ^  (^  •  c  =  o  an.  Zu  den  äußeren 
Kräften  Q  gehören  die  Kräfte  A,  B,  D  und  1  t.  Die  Hebelarme  von  Ä  und  B 
sind  =  o,  da  die  in  a  angreifende  Kraft  A  durch  a'  und  die  in  f  angreifende 
Kraft  B  durch  /'  geht.  Die  in  m  wirkende  Kraft  1  t  habe  in  bezug  auf  m, 
den  Hebelarm  x;  Ch  und  Cd  seien  die  Hebelarme  der  in  h  bezw.  d  angreifenden 
Kraft  D  in  bezug  auf  h'  bezw.  d'.     Alsdann  lautet  die  Gleichung 

D  •  Co-\-  D  •  Cd,  —  lic^o 

Co  -t  Cd 
Hierin  ist  nur  x  mit  der  wandernden  Last  1  t  veränderlich,  o,  und  Cd  sind  un- 
abhängig von  X,    ändern    sich    also    nicht,  wenn  x   sich    ändert.     Wir    können 
daher  setzen: 

Z)  =  Const.  Qc. 

Das  ist  aber  die  Gleichung  einer  Geraden,  und  zwar  wird  für  aj  =  0, 
d.  h.  wenn  die  Last  1  t  gerade  durch  Wie  geht,  D  =  o.  Senkrecht  unter  II  w 
liegt  daher  der  Nullpunkt  der  zurScheibell  gehörenden  Einflußgeraden  (Abb. 324a). 

Untersucht  man  sinngemäß  noch  den  Einfluß  von  Laststellungen  auf  der 
Scheibe  IV  bezw.  I  (die  Last  1  t  wandert  bei  unten  liegender  Fahrbahn,  wie 
hier  angenommen  wurde,  über  die  Scheiben  II,  IV  und  I),  so  findet  man,  daß 
auch  den  Scheiben  IV  und  I  Gerade  als  Einflußlinien  entsprechen  müssen  mit 
den  Nullpunkten  unter  IV lü  bezw.  Iw.     Die  Einflußgeraden  I  und  IV  bezw.  II 
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und  IV  schneiden  sich  senkrecht  unter  den  Gelenken  der  Scheiben  I  und  IV 
bezw.  11  und  IV,  d.  h.  senkrecht  unter  I  IV  bezw.  II  IV.  Da  I  11  auch  als 
Gelenk  der  Scheiben  I  und  II  aufgefaßt  werden  darf  (imaginäres  Gelenk),  so 
müssen  sich   auch   die  Einflußgeraden  I  und  II  senkrecht  unter  I  II  schneiden. 

Aus  diesen  Untersuchungen  folgt  der  wichtige  Satz:  Zu  jeder  starren 
Scheibe  eines  statisch  bestimmt  gelagerten  Systems  gehört  eine 
Gerade  als  Einflußlinie,  deren  Nullpunkt  unter  dem  der  Scheibe 
entsprechenden  augenblicklichen  Drehpol  gegen  das  starre  Wider- 
lager liegt. 

Mit  Hilfe  dieses  Satzes  ist  zunächst  nur  die  Form  der  in  Abb.  334a 
dargestellten  Z>-Linie  bestimmt.  Mit  Hilfe  einer  Ordinate  liegen  dann  die 
genauen  Richtungen  sämtlicher  Einflußgeraden  fest. 


.\bb.  325. 


^Vi 


.\bb.  325  a. 


B.  Beispiele. 

1.    Gesucht    sei    die  iiT-Linie    eines    vollwandigen  Dreigel  enkbogens 

(Abb.  335). 
Wir  denken  uns  das  Widerlager  dort,  wo  H  angreift,  in  der  Richtung 
von  K  beseitigt  und  zum  Ersatz  K  als  äußere  Kraft  angebracht.  Dadurch 
wird  das  linke  Auf- 
lager in  wagerechter 
Richtung  beweglich, 
kann  also  durch  ein 
Rollenlager  ersetzt 
werden  (Abb.  325a). 
Da  somit  eine  Starr- 
heitsbedingung be- 
seitigt ist,  so  ist  das 
System  einfach  be- 
weglich geworden 
und  zerfällt  in  die 
starren  Scheiben  w, 

I  und  II.  Die  Scheibe 

II  dreht  sich  bei 
irgend  einer  Be- 
wegung gegen  das 
Widerlager  um  das 
rechte  Kämpfer- 
golenk,  also  um  den 
Pol  Wir.  Die  Scheibe 
I  dreht  sich  gegen 
dieScheibell  um  das 
Scheitelgelenk,  also  um  den  Pol  I  II.  Auf  der  Verbindungslinie  von  II  n-  und  I  II 
muß  I?6'  liegen.  \w  muß  aber  auch  auf  der  Senkrechten  zur  Gleitbahn  g  des  beweg- 
lichen Auflagers  liegen,  da  die  wirkliche  Geschwindigkeit  des  der  Scheibe  I 
angehörenden  Punktes  a  (t'a)  parallel  zu  //,  die  lotrechte  Geschwindigkeit  daher 

Kirchhoff,  Statik.  I.  •  l6 


y^ —      i 

"^^^^"^^^^ 

■^ 

^                 \ 

r 

.N 

s. 

V 

^ 

.^ 

H=ti 


Abb.  325  b. 
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senkrecht  zm  g  gerichtet  sein  muß.  In  die  Richtung  der  lotrechten  Geschwindig- 
keit fällt  aber  der  Polstrahl  des  Punktes  a,  also  der  Polstrahl  eines  Punktes 
der  Scheibe  I,  und  dieser  muß  durch  den  Momentanpol  der  Scheibe  I  gegen 
das  Widerlager,  d.  h.  durch  lic  gehen.  Damit  ist  \w  bestimmt.  Die  If- Linie 
besteht  somit  aus  den  Einflußgeraden  I  und  IT,  deren  Nullpunkte  senkrecht 
unter  \w  und  \\u-  liegen  (Abb.  335b). 

Zur  Bestimmung    der    Richtung    der  Geraden    benutzen    wir    die    bereits 

früher    ermittelte    Ordinate      .    unter  dem  linken  Widerlager  (vergl.  Abb.  249b, 

Seite  177).  _  .      ,^    ^  .    .      ,,,  ,         . 

2.    Die  J/,„-Linie  (Abb.  326'. 

Wir  denken   uns  den  Bogen  in  m  durchschnitten  und  zum  Ersatz  an  der 
Schnittstelle    das    dort  wirkende  Moment  J/,„    angebracht.     Durch  den  Schnitt 

zerfällt  das  System 
in  die  starren  Schei- 
ben I,  II  und  III  und 
Abb.  326.  ist  einfachbeweglich 
geworden,  da  eine 
Starrheitsbedingung 
beseitigt  ist.  Die 
Scheiben  I  und  II 
■  32  a.    ^Qj^jjgjj  gj(,^  dann  im 

Punkte  m  gegenein- 
ander drehen.  Wir 
können  uns  daher 
in  ra  ein  Gelenk 
angebracht  denken 
Abb.  326b.  (Abb.  326a).  Das 
Gelenk  ist  sodann 
der  Pol  I  II.  Die 
Scheiben  II  und  III 
drehen  sich  im 
Scheitelgelenk  gegeneinander,  das  somit  der  Pol  II  III  wird.  Die  Scheibe  I 
dreht  sich  gegen  das  W^iderlager  um  das  linke  Kämpfergelenk  (!«•)  und 
Scheibe  III  um  das  rechte  Kämpfergelenk  (III  w).  Der  Pol  II  ii:  ist  dann  der 
Schnittpunkt  der  durch  1  n-  und  1  II  und  durch  III  ir  und  II  III  gelegten  Geraden. 
Nunmehr  ist  zunächst  die  Form  der  Einflußlinie  bestimmt  (Abb.  326b). 
Wir  zeichnen  die  Gerade  I  mit  dem  Nullpunkt  unter  I  u\  darauf  die  Gerade  II 
mit  dem  Nullpunkt  unter  II  w  und  endlich  die  Gerade  III  mit  dem  Nullpunkt 
unter  III /r.  Die  genaue  Richtung  der  Geraden  ist  sodann  durch  eine  Ordinate 
bestimmt,  z.  B.  durch  die  Ordinate  +  1  x,a  unter  dem  linken  Widerlager,  die 
bereits  früher  gefunden  wurde  (vergl.  Abb.  250b,  Seite  178).  Der  Pol  Wie  ist 
identisch  mit  dem  dort  gefundenen  Punkt  E. 

3.    Die  Om-Linie  (Abb.  327). 
Wir  denken   uns   den  Obergurtstab  Om  beseitigt  und  durch  seine  Spann- 
kraft   ersetzt,  wodurch  das  System   einfach  beweglich  geworden  ist.  weil  eine 
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Starrheitsbedingung  fehlt.  Das  System  zerfällt  sodann  in  die  starren  Scheiben  I 
II,  III  und  iv.  Da  die  Last  i  t  über  die  Scheiben  I,  II  und  III  wandert,  so  muß 
die  Einflußlinie  aus  drei  Geraden  bestehen,  deren  Nullpunkte  unter  I  >i\  II  }c 
und  III  ir  liegen.  I  n-  und  III  tr 
fallen  mit  dem  linken  bezw. 
rechten  Kämpfergelenk  zu- 
sammen, weil  die  Scheiben  I 
und  III  sich  gegen  das  Wider- 
lager um  diese  Gelenke  drehen. 
Die  Scheibe  I  dreht  sich  gegen 
die  Scheibe  II  um  m  (I  II), 
während  sich  die  Scheibe  II 
gegen  III  um  das  Scheitelgelenk 
dreht  (II  III).  11?^  liegt  dann 
im  Schnittpunkt  der  durch  III  w 
und  II  III  und  durch  I  w  und 
I  II  gelegten  Geraden. 

Damit  ist  die  Form  der 
Einflußlinie  bestimmt.  Durch 
Auftragen    einer  Ordinate,  z.  B. 

der    bereits    früher    ermittelten    Ordinate 


1  Xm 


unter    dem  linken  Auflager 


(vergl.  Abb.  255a,  Seite  181)  werden  sodann  die  Richtungen  der  Einflußgeraden 
festgelegt  (Abb.  327  a). 

4.    Die  D-Linie  (Abb.  328). 

Zunächst  wird  wieder  die  Diagonale  D  beseitigt  und  zum  Ersatz  ihre 
Spannkraft  angebracht,  wodurch  infolge  Beseitigung  einer  Starrheitsbedingung 
das  System  einfach  beweglich  geworden  ist.  Das  System  zerfällt  in  die 
Scheiben  I,  II,  III,  IV,  V  und  w.  Die  Fahrbahn  liege  oben,  so  daß  die  Last  1  t 
über  die  Scheiben  I,  II,  III  und  IV  wandert.  Die  Einflußlinie  besteht  daher 
aus  vier  Geraden  mit  den  Nullpunkten  unter  \ii\  IDr,  IIDr  und  lYw  (Abb.  328a). 

1  ir  und  III«-  liegen  im  linken  bezw.  rechten  Kämpfergelenk,  da  die 
Scheiben  I  und  III  sich  um  diese  Punkte  gegen  das  Widerlager  drehen.  Der 
Pol  I  II  ist  das  imaginäre  Gelenk  der  Scheiben  I  und  II,  das  bestimmt  ist  als 
Schnittpunkt  der  die  Scheiben  I  und  II  verbindenden  Stäbe.  Der  Pol  II  III 
liegt  im  Scheitelgelenk,  da  dort  die  Scheiben  II  und  III  sich  gegeneinander 
drehen.  11  w  liegt  sodann  im  Schnittpunkt  der  durch  III  ir  und  II  III  und  durch 
I  w  und  I  II  gelegten  Geraden,  während  IV  ic  bestimmt  ist  als  Schnittpunkt 
der  Verbindungslinien  von  I  w  und  I  IV  sowie  von  II  ic  und  II  IV,  wobei  I  IV 
und  II IV  in  den  Punkten  liegen,  in  denen  die  Scheibe  IV  gelenkig  mit  I  und  II 
verbunden  ist. 

I  Xi 


Durch  die  Ordinate  + 


unter    dem    linken  Auflager    werden    sodann 


y. 


die  Richtungen  der  Einflußgeraden  festgelegt  (vergl.  Abb.  256 d  auf  Seite  182). 
Man  beachte  noch,    daß    die  Einflußgeraden  I  und  II  sich  unter  III    schneiden 

16* 
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müssen.  Der  Pol  I  II 
ist  identisch  mit  dem 
Ritterschen  Dreh- 
punkt /.  II  IC  mit  dem 
früher  ermittelten 
Punkt  E. 

5.  Die  ^-Linie  des 
in  Abb.  329  darge- 
stellten Systems. 
Zunächst  möge 
nachgewiesen  werden, 
daß  das  System 
statisch  bestimmt  und 
starr  ist.  Wir  gehen  da- 
bei ausvon  dem  einfach 
beweglichen  Gelenk- 
viereck I— III — V — IC 
(Abb.  329a),  von  dem 
ein  Glied  (das  Wider- 
lager w)  festliegt,  so  daß  alle  übrigen  Punkte  des  Gelenk- 
vierecks gezwungen  sind,  bei  irgend  einer  Bewegung  ganz 
bestimmte  Bahnen  zu  beschreiben.  Das  Gelenkviereck 
ist  mithin  eine  zwangläufige  kinematische  Kette.  An 
diese  werden  nun  der  Reihe  nach  die  Punkte  1,  2,  3,  4, 
5,  6  und  a  zweistäbig  angeschlossen,  so  daß  das  derart 
entstandene  Gebilde  ebenfalls  einfach  beweglich  ast. 
Bringen  wir  jetzt  einen  Punkt  der  Kette,  z.  B.  a,  mit  dem 
Widerlager  durch  einen  Stab  oder  ein  bewegliches  Auf- 
lager in  Verbindung,  so  wird  das  System  starr  (vergl. 
4,  A.  Abb.  313,  Seite  222). 


Abb.  329. 


s    H 


Abb.    329a. 
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Zur  Ermittlung  der  ^-Linie  denken  Avir  uns  nun  das  Widerlager  bei  Ä 
beseitigt  und  zum  Ersatz  den  Auflagerdruck  A  als  äußere  Kraft  angebracht 
(Abb.  330).  Dadurch  ist  das  System  einfach  beweglich  geworden,  weil  eine 
.Starrheitsbedingung  (das  Widerlager)  beseitigt  ist.  Es  besteht  jetzt  aus  den 
starren  Scheiben  I,  II,  III,  IV,  V  und  h\  Da  die  Last  1  t  über  die  Scheiben  I 
und  II  wandert,  muß  die  Einflußlinie  aus  zwei  Geraden  bestehen,  deren  Null- 
punkte senkrecht  unter  I  ir  und  Um;  liegen.  Diese  Pole  sind  daher  zunächst  zu 
bestimmen.  I «'  liegt  in  dem  festen  Auflagergelenk,  da  sich  die  Scheibe  I  um 
diesen  Punkt  gegen  das  Widerlager  dreht.  Der  Pol  I  II  liegt  in  dem  Be- 
rührungspunkt der  Scheiben  I  und  II.  Der  Pol  11  III  ist  das  imaginäre  Gelenk  der 
Scheiben  II  und  III,  das  mit  dem  Schnittpunkt  der  beiden  die  Scheiben  II  und  III 
verbindenden  Stäbe  zusammenfällt.  Der  Pol  III  ir  muß  einerseits  auf  der  Ver- 
bindungslinie von  I  H-  und  I  III,    anderseits    auf   der  Verlängerung  der  Pendel- 


Abb.  330. 


Abb.  330a. 


Abb.  330b. 


stütze  V,  d.  h.  auf  der  Verbindungslinie  der  Pole  V  n-  und  V  III  liegen.  Nun- 
mehr ist  auch  der  gesuchte  Pol  II«'  bestimmt  als  Schnittpunkt  der  Ver- 
bindungslinien von  I  w  und  I  II  sowie  II  III  und  III  u\ 

Die  Form  der  Einflußlinie  ist  somit  bestimmt.  Der  Scheibe  I  entspricht 
die  Einfluflgerade  I  mit  dem  Nullpunkt  unter  I  tv  und  der  Scheibe  II  die  Ein- 
llußgerade  II  mit  dem  Nullpunkt  unter  llw  (Abb.  330a).  Zur  Festlegung  der 
Richtungen  der  Einflußgeraden  bestimmen  wir' die  Ordinate  unter  dem  Punkt  p. 
Wir  bringen  daher  dort  die  Last  1  t  an  und  berechnen  für  diese  Laststellung 
den  Auflagerdruck  A  mit  Hilfe  des  Gesetzes  ^  Q  ■  c  =  o.  Zu  dem  Zweck 
benutzen  wir  eine  beliebige  Figur  i«''.  Wir  erteilen  dem  Punkt  jj  die  beliebige 
lotrechte  Geschwindigkeit  j:» 2^'.  Da  der  Punkt  p  der  Scheibe  II  angehört  und 
diese  sich  um  II  iv  dreht,  so  ist  der  Polstrahl  des  Punktes  p  der  Strahl  j^i' — II  iv, 
und  da  die  lotrechte  Geschwindigkeit  eines  Punktes  in  die  Richtung  seines 
Polstrahls  fällt,  muß  j;p'  in  die  Richtung  j) — H  /r  fallen.  Wählen  wir  nun  j'j;' 
derart,  daß  p'  in  II  m  liegt,  dann    müssen    auch  nach  Seite  217  die  Endpunkte 


246 


der  lotrechten  Geschwindigkeiten  aller  übrigen  Punkte  der  Scheibe  II  in  II  ir 
liegen,  mithin  auch  a'.  Nunmehr  ist  der  Hebelarm  der  mp  angreifenden  Kraft 
1  t  in  bezug  auf  i/~'>.  der  Hebelarm  des  in  a  angreifenden  Auf  lagerdrucks  A 
in  bezug  auf  a'  =  ca.  (Die  Hebelarme  der  übrigen  Auflagerdrücke  B,  C  und  H 
sind  =  o,  da  ihre  Angriffspunkte  als  feste  Punkte  keine  Geschwindigkeit 
erfahren.)     Somit  lautet  die  Gleichung  ^Q-c  =  o: 

I  •  c, 


Ä-Ca 


I   •  Cr 


o;   A=:^ 


Senkrecht  unter  der  Last  i  t  tragen  wir  diesen  Wert  in  irgend  einem 
Maßstabe  als  Ordinate  auf,  womit  die  Richtungen  der  Einflußgeraden  II  und  I 
festgelegt  sind. 

An  Stelle  der  Pendelstütze  V  kann  man  auch  ein  wagerecht  bewegliches 

Auflager  anordnen,    da    beide    in    ihrer  Wirkung   miteinander  übereinstimmen 

(Abb.  330b). 

6.  Die  T-Linie  (Abb.  331;. 

Wir  beseitigen  den  Untergurtstab  U  und  ersetzen  ihn  durch  seine  Spann- 
kraft, wodurch  das  System  einfach  beweglich  wird,  da  eine  Starrheilsbedingung 


Abb. 


;3ia- 


beseitigt  ist.  Es  zerfällt  sodann  in  die  starren  Scheiben  /r,  I,  II  .  .  .  VI.  Da 
die  Last  1  t  über  die  Scheiben  I,  II  und  III  wandert,  so  muß.  die  Einflußlinie  aus 
drei  Geraden  bestehen,  deren  Nullpunkte  senkrecht  unter  I  >r,  II  tr  und  III  w 
liegen.  Diese  Nullpunkte  sind  daher  zunächst  zu  bestimmen.  Die  Pole  I  tr 
und  II  /r  werden  genau  so  bestimmt  wie  unter  5.  Ferner  liegt  III  u:  einerseits 
auf  der  durch  II  III  und  II  /r  gelegten  Geraden,  anderseits  auf  der  Senkrechten 
zur  Richtung  der  wirklichen  Geschwindigkeit  ?•„  des  Punktes  a  der  Scheibe  III. 
Va  kann  hier  nur  parallel  zur  Gleitbahn  f/  des  beweglichen  Auflagers  gerichtet 
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sein  (im  Gegensatz  zur  vorigen  Aufgabe,  wo  ja  das  Widerlager  bei  a  beseitigt 
war).  Die  lotrechte  Geschwindigkeit  fällt  also  mit  der  Richtung  des  Auflager- 
drucks A  zusammen,  also  auch  der  Polstrahl  des  Punktes  a.  Da  a  ein  Punkt 
der  Scheibe  III  ist,  so  muß  der  Polstrahl  des  Punktes  a  durch  das  Momentan- 
zentrum der  Scheibe  III,  also  durch  III  n-  gehen.  Damit  ist  III  ir  bestimmt 
als  Schnittpunkt  der  durch  II  III  und  II  iv  gelegten  Geraden  und  des  Auf- 
lagerdrucks A. 

Nunmehr  ist  die  Form  der  Einflußlinie  bestimmt.  Der  Scheibe  I  ent- 
spricht die  Einllußgerade  I  mit  dem  Nullpunkt  unter  I  ir,  der  Scheibe  II  die 
Gerade  II  mit  dem  Nullpunkt  unter  II  vr  und  der  Scheibe  III  die  Gerade  III 
mit  dem  Nullpunkt  unter  III //•  (Abb.  331a).  Jetzt  braucht  nur  noch  eine 
Ordinate  der  Einflußlinie  berechnet  zu  werden,  um  die  Richtungen  der  Einfluß- 
geraden festzulegen.  Wir  bestimmen  z.  B.  die  Ordinate  1^  infolge  der  Last  1  t 
im  Punkte  p  senkrecht  über  7/  und  berechnen  für  diese  Laststellung  die  Spann- 
kraft f7  mittels  des  Gesetzes  2Q-c  =  o.  Zu  dem  Zweck  zeichnen  wir  eine 
beliebige  Figur  F',  erteilen  also  z.  B.  dem  Punkte  p  die  beliebige  lotrechte 
Geschwindigkeit  p  —  p'.  Da  dei  Punkt  p  der  Scheibe  III  angehört,  muß  p — p' 
in  die  Richtung  des  Polstrahls  des  Punktes  p,  d.  h.  in  die  Richtung  p  —  lllw 
fallen.  Die  Größe  von  jj — p'  wählen  wir  derart,  daß  ^V  mit  III«;  zusammen- 
fällt. Dann  müssen  auch  die  Endpunkte  der  lotrechten  Geschwindigkeiten 
aller  übrigen  Punkte  der  Scheibe  III  in  III  ir  fallen  (vergl.  Seite  217),  also  auch 

«' und  a'.  Da  ferner  jV^' II  j^^  sein,  anderseits  aber  V  in  dem  Polstrahl  des 
Punktes  t,  also  in  dem  Strahl  t — \\  w  liegen  muß  (Punkt  /  dreht  sich  ja  als 
Punkt  der  Scheibe  II  um  II  ir),  so  ist  auch  t'  bestimmt.  Die  lotrechten  Ge- 
schwindigkeiten der  Angriffspunkte  von  B,  C  und  H  sind  =  o,  da  diese  Punkte 
festliegen.  Die  im  Punkte  t  angreifende  Kraft  U  hat  dann  in  bezug  auf  t'  den 
Hebelarm  rt,  die  in  u  angreifende  Kraft  ü  in  bezug  auf  u'  den  Hebelarm  r«, 
während  der  Hebelarm  der  in  ^^  angreifenden  Kraft  1  t  in  bezug  auf  jy  =  Cp 
ist.  Der  Hebelarm  der  in  a  angreifenden  Kraft  A  in  bezug  auf  a'  ist  =0, 
da  A  durch  a'  geht.     Somit  lautet  die  Gleichung  2Q-c  =  o: 

U-Vt—  U-Tu^-  iCp  —  O. 

TT  —- L^__  . 

~~       rt  —  >•„ 
Der  Wert  ist  negativ,   da  >-i>r„ist.     Somit  wird  V   infolge  der  Last  1  t 

1  c 

in  p    eine  Druckkraft.     Senkrecht  unter  i)  tragen  wir  den  Wert —   als 

j  &  r<  —  Tu 

Oidinate  ri  auf.     Damit   liegen  die  Richtungen    sämtlicher  Einflußgeraden  fest. 

7.    Die  D-Linie  (Abb.  332). 

Das  Gelenkviereck  efgh  sei  ein  Parallelogramm  und  der  Obergurt  ver- 
laufe parallel  dem  Untergurt. 

Nach  Beseitigung  der  Diagonalstabes,  an  dessen  Stelle  die  Spannkraft  D 
als  äußere  Kraft  angebracht  wurde,  ist  das  Fachwerk  wieder  einfach  beweglich 
geworden,  da  eine  Starrheilsbedingung  beseitigt  ist.  Es  zerfällt  alsdann  in  die 
starren    Scheiben  u\  I,  II  ... .  VIII.     Die    über    die  Scheiben    I,  II,  III    und    IV 
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wandernde  Last  i  t  hat  eine  aus  den  vier  Geraden  I,  II,  III  und  IV  bestehende 
Einflußlinie  zur  Folge.  Die  Nullpunkte  dieser  Geraden  liegen  senkrecht  unter 
I  n\  II  iv,  III  w  und  IV  /r.  Diese  Pole  sind  daher  zunächst  zu  bestimmen.  Die 
Pole  Iiü  und  II  w  werden  wieder  gefunden  wie  unter  5  und  6.  VI?r  liegt 
sowohl  auf  der  durch  VIII  w  und  VI  VIII  als  auch  auf  der  durch  I  iv  und  I  VI 
gelegten  Geraden,  d.  h.  in  deren  Schnittj)unkt.  Der  Pol  II  VI  liegt  als  imagi- 
näres Gelenk  der  Scheiben  II  und  VI  im  Unendlichen,  da  die  beiden  Stäbe, 
welche  die  Scheiben  II  und  VI  verbinden,  zueinander  parallel  sind,  sich  also 
erst  im  Unendlichen  schneiden.  II  w  liegt  sowohl  auf  der 'durch  Iw  und  I  II 
gelegten  Geraden  als  auch  auf  der  Verbindungslinie  des  unendlich  fernen 
Pols  II  VI  und  des  Pols  VI  w,  d.  h.  auf  der  durch  VI  /r  gelegten  Parallelen  zu 
den  Stäben  g  —  /'  und  e — h,  die  so  den  unendlich  fernen  Pol  II  VI  erst  im  Un- 
endlichen schneidet.     Auch  II  III  liegt  als  imaginäres  Gelenk  der  Scheiben  II 


.\bb.  332. 
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Abb.  332  a. 


und  III  im  Unendlichen,  weil  die  die  Scheiben  II  und  III  verbindenden  Stäbe 
sich  erst  im  Unendlichen  schneiden.  Der  Pol  II1 10  liegt  einerseits  auf  der 
Senkrechten  zur  wirklichen  Geschwindigkeit  r«  des  der  Scheibe  III  angehörenden 
Punktes  a  (vergl.  auch  unter  6),  anderseits  auf  der  Verbindungslinie  des  un- 
endlich fernen  Pols  11  III  und  II  w,  also  im  Schnittpunkt  der  beiden  Geraden. 
Die  Verbindungslinie  II  III  — 11«'  muß  parallel  zu  den  beiden,  die  Scheibenil 
und  III  verbindenden  Stäben  IV  und  V  verlaufen,  denn  dann  schneidet  sie  den 
Pol  II  III  im  Unendlichen. 

Endlich  ist  noch  IV  w  zu  bestimmen,  und  zwar  als  Schnittpunkt  der 
Geraden  IIw;  — II  IV  und  III  ^r  — III  IV. 

Nunmehr  kann  die  Einflußlinie  zunächst  ihrer  Form  nach  gezeichnet 
werden.  Wir  zeichnen  die  der  Scheibe  I  entsprechende  Einflußgerade  I  mit 
dem  Nullpunkt  unter  I  u;  darauf  die  Gerade  II  mit  dem  Nullpunkt  unter  II  w, 
dann  IV    mit    dem  Nullpunkt  unter  IV  ir  und    endlich  III    mit  dem  Nullpunkt 
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unter  III /r  (Abb.  332  a).  Um  die  Kichtungen  der  Einflußgeraden  festzulegen, 
muß  noch  eine  Ordinate  angegeben  werden.  Wir  bestimmen  die  Ordinate  rj 
infolge  der  Last  1  t  senkrecht  über  f/  mit  Hilfe  des  Gesetzes  ^§  •  c  =  o.  Zu 
dem  Zweck  zeichnen  wir  eine  beliebige  Figur  F'.  Wir  erteilen  dem  Punkte  c 
eine  beliebige  lotrechte  Geschwindigkeit  c  —  C.  Da  der  Punkt  c  der  Scheibe  III 
angehört,  diese  sich  aber  um  III  iv  dreht,  so  ist  der  Polstrahl  des  Punktes  c  der 
Strahl  c — llliv,  in  dessen  Richtung  die  lotrechte  Geschwindigkeit  des  Punktes  e 
fallen  muß.  Wir  wählen  nun  cc  ^  der  Länge  des  Polstrahles  c — III  u\  so  daß  & 
in  III IV  fällt.  Dann  müssen  auch  die  Endpunkte  aller  übrigen  Punkte  der 
Scheibe  III  in  III /r  fallen  (vergl.  Seite  217),  also  auch  h'  und  a'.  Da  ferner 
die  Richtung  der  lotrechten  Geschwindigkeit  des  der  Scheibe  II  angehörenden 
Punktes  d  in  die  Richtung  seines  Polstrahles  d — II  w  fallen  und  anderseits 
h' — d'Wh — d  sein  muß,  so  fällt  d'  in  l\  iv.  Die  lotrechten  Geschwindigkeiten 
der  Angriffspunkte  von  B,  C  und  H  sind  =0,  da  diese  Punkte  festliegen.  Somit 
lautet  die  Gleichung  2Q-c^o: 

D-Vd^B  ■  i-c  -^^  Ca  —  o. 
D  — ~       fDruck). 

Senkrecht  unter  der  Last  wird  dieser  Wert  als  Ordinate  rj  aufgetragen, 
womit  die  genaue  Lage  der  Einflußgeraden  bestimmt  ist.  Man  beachte  noch, 
daß  die  Einflußgeraden  II  und  III  sich  unter  II  III  schneiden  müssen.  Da  aber 
II  III  im  Unendlichen  liegt,  muß  auch  der  Schnittpunkt  der  Geraden  II  und  III 
im  Unendlichen  liegen,  d.  h.  die  beiden  Geraden  müssen  parallel  sein. 

8.  Umständlicher  wird  die  Bestimmung  der  Nullpunkte  der  Einflußlinie, 
wenn  es  sich  um  Stäbe  handelt,  die  zwischen  dem  festen  Auflager  und  der 
Pendelstütze  liegen.  Gesucht  sei  z.  B.  die  Einflußlinie  für  die  Obergurtspann- 
kraft 0  (Abb.  333). 

Durch  Beseitigung  des  Obergurtstabes  zerfällt  das  System  in  die  Scheiben 
w,  I,  II  .  .  .  VI.  Da  die  Last  1  t  über  die  Scheiben  I,  II  und  JII  wandert, 
so  besteht  die  Einflußlinie  aus  drei  Geraden,  deren  Nullpunkte  unter  I  »•,  II  ir 
und  III  w  liegen  müssen.  Die  PoleI«\  1  II,  II  III,  111  V,  V  VI  und  VI  «•  fallen 
mit  den  Punkten  zusammen,  in  denen  die  entsprechenden  Scheiben  gelenkig" 
miteinander  verbunden  sind,  während  II  V  als  imaginäres  Gelenk  der  Scheiben  11 
und  V  bestimmt  ist.  Jedoch  macht  zunächst  die  Bestimmung  des  Poles  II  w 
Schwierigkeiten,  da  wir  vorläufig  nur  einen  geometrischen  Ort  für  II  w  kennen, 
nämlich  die  Verbindungslinie  von  1/6'  und  I  II.  Dasselbe  gilt  für  den  Pol  Wlir, 
von  dem  wir  vorläufig  nur  angeben  können,  daß  er  mit  der  Richtung  der  lot- 
rechten Geschwindigkeit  des  der  Scheibe  III  angehörenden  Punktes  a  zusammen- 
fallen, also  in  der  Richtung  des  Auflagerdrucks  A  liegen  muß  (vergl.  auch  unter 
6  und  7).  Wir  nehmen  daher  zunächst  versuchsweise  irgend  eine  beliebige 
Lage  des  Poles  III  w,  z.  B.  im  Punkt  a  an.  Der  Pol  sei  111  u\  benannt.  Dann 
muß  V  u\  im  Schnittpunkt  der  Verbindungslinien  von  III  h\  und  III  A'  sowie 
von  VI  ^r  und  V  VI  liegen.  Der  der  Lage  111  «Tj  entsprechende  Pol  \l  a\  ist 
dann  der  Schnittpunkt  der  Verbindungslinien  von  III  ^ri  und  II  III  sowie  von 
II  V  und  V  wi.     fetzt    nehmen  wir  eine  zweite  Lage  von  III  il\    z.  B.  senkrecht 
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über  II  III,  im  Punkte  III  u:,  an.  Wäre  III  n:,  der  Drehpol  der  Scheibe  III, 
dann  wäre  der  Strahl  Z;  — III  u:2  der  Polstrahl  des  der  Scheibe  III  angehörenden 
Punktes  h,  gleichzeitig  aber  auch  der  Polstrahl  des  der  Scheibe  II  angehörenden 
Punktes  b.  Die  Scheiben  II  und  III  müßten  sich  dann  also  um  denselben 
Pol  III  ^2  drehen,  d.  h.  Wir.,  müßte  dann  mit  \U  ir.,  zusammenfallen.  Durch- 
wandert nun  der  Pol  III /f  alle  möglichen  Lagen  auf  der  Linie  \U  ii\  —  \\\  i.c,, 
dann  muß  auch  der  Pol  IIa-  alle  möglichen  Lagen  auf  der  Linie  \\  ii\  —  II  ic^ 
durchwandern.  II /r  liegt  daher  auf  der  Verbindungslinie  von  II  ^^i  und  II  "•2' 
anderseits  aber  auch  auf  der  ^'erbindungslinie  von  In-  und  I  II,  also  im  Schnitt- 


punkt beider  \'erbindungslinien.    Nunmehr  ist  auch  III /r  bestimmt  als  Schnitt- 
punkt der  Geraden  \ll  ii\  —  \\l  w.2  und  llw  —  l\  III. 

Die  Einflußlinie  und  eine  Ordinate  derselben  wird  dann  wieder  wie  unter  6 
bestimmt.  Man  beachte  hier  noch,  daß  sie  zwischen  den  beiden  Querträgern 
geradlinig  verlaufen  muß  (Abb.  333a). 

9.    Die  D-Linie  (Abb.  334). 

Der  Diagonalstab  wird  wieder  beseitigt  und  durch  seine  Spannkraft  D 
ersetzt.  Alsdann  zerfällt  das  System  in  die  starren  Scheiben  u;  I,  II  .  .  .  VIII. 
Da  die  Last  1  t  über  die  Scheiben  I,  II,  III  und  IV  wandert,  so  muß  die  Einfluß- 
linie aus  vier  Geraden  bestehen,  deren  Nullpunkte  unter  den  Polen  I  n-,  II  a-, 
III  ir  und  IV  n-  liegen.     Diese  sind  daher  zunächst  zu  bestimmen. 

Die  Pole  I  u;  II  III,  I  IV,  II  IV,  III  VII,  Ml  VIII  und  VIII  v  fallen  mit  den 
Punkten  zusammen,  in  denen  die  entsprechenden  Scheiben  gelenkig  miteinander 


;f  Ci 


E-ERING 
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verbunden  sind.  Der  Pol  II  VIT  ist  das  imaginäre  Gelenk  der  Scheiben  II  und  VIT, 
liegt  also  im  Schnittpunkt  der  beiden,  die  Scheiben  II  und  VII  verbindenden 
Stäbe.  I  II  liegt  als  imaginäres  Gelenk  der  Scheiben  I  und  II  im  Schnittpunkt 
der  Stäbe  IV  und  V.  Da  diese  als  Parallelstäbe  sich  erst  im  Unendlichen 
schneiden,  liegt  I  II  im  Unendlichen.  Von  dem  Pol  II  w  können  wir  zunächst 
nur  angeben,  daß  er  auf  der  Verbindungslinie  von  I  vr  und  I  II  liegt.  Diese 
Verbindungslinie  muß  parallel  zu  den  Stäben  IV  und  V  verlaufen,  damit  sie 
durch  den  unendlich  fernen  Pol  I  II  geht.  Ebenso  wissen  wir  von  dem  Pol  Ulw 
vorläufig  nur,   daß  er  auf  der  Senkrechten  zur  lotrechten  Geschwindigkeit  des 

Abb.  334. 


Abb.    334a. 


der  Scheibe  III  angehörenden  Punktes  a  liegt,  also  in  der  Richtung  des  Auf- 
lagerdruckes A.  Wir  nehmen  daher  zunächst  versuchsweise  irgend  eine  be- 
liebige Lage  des  Poles  III /r,  z.  B.  im  Punkte  a  an.  Der  Pol  sei  III  ;r,  benannt. 
Dann  muß  VIkü,  im  Schnittpunkt  der  Verbindungslinien  von  III  ?r,  und  III  VII 
sowie  von  VIII  ir  und  Vll  VIII  liegen.  Der  der  Lage  III  /i\  entsprechende 
PolIIvr,  ist  dann  der  Schnittpunkt  der  Verbindungslinien  von  II  VII  und  VIDt'i 
sowie  von  III  ?^',  und  II  III. 

jetzt  nehmen  wir  eine  zweite  Lage  von  III  ir,  z.  B.  senkrecht  über  dem 
Punkte  h,  in  III »^  an.  Da  IILr,  wie  bereits  oben  bemerkt,  nur  in  der  Richtung 
des  Auflagerdruckes  Ä  liegen  kann,  muß  der  Pol  III  u:^,  wenn  er  senkrecht 
über  b  angenommen  werden  soll,  im  Unendlichen  liegen.  Wäre  III /r2  der 
Drehpol    der    Scheibe  III,   dann  wäre   der  Strahl  b  —  lll/Co  der    Polstrahl    des 
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der  Scheibe  III  angehörenden  Punktes  h,  gleichzeitig  aber  auch  der  Polstrahl 
des  der  Scheibe  II  angehörenden  Punktes  h,  da  h  sowohl  auf  der  Scheibe  III 
als  auch  auf  der  Scheibe  II  liegt.  Die  Scheiben  III  und  II  müßten  sich  dann 
also  um  denselben  Pol  III  «'^  drehen,  d.  h.  der  Drehpol  der  Scheibe  II, 
nämlich  \liv.i,  müßte  dann  mit  III  vco  zusammenfallen,  also  auch  im  Unend- 
lichen liegen. 

Erteilen  wir  nun  dem  System  eine  Reihe  von  Bewegungen  und  bestimmen 
die  zugehörigen  Pole  III  u-,  so  müssen  diese  Pole  sämtlich  auf  der  Linie 
l\lu\  —  Uliv^  liegen.  Der  Pol  III /r  wandert  also  auf  dieser  Geraden  bei  den 
verschiedenen  Bewegungen  des  Systems.  Entsprechend  wandert  der  Pol  II  //' 
auf  der  Geraden  llw^^ — H  «^2.  Damit  ist  der  Pol  l\  iv  bestimmt.  Er  liegt 
einerseits,  wie  bereits  oben  bemerkt,  aut  der  Verbindungslinie  von  \ic  und  I  II, 
anderseits  auf  der  Geraden  \lu\ — 11^/.,,  also  im  Schnittpunkt  beider  Geraden. 
III  w  liegt  dann  im  Schnittpunkt  der  Verbindungslinien  von  llto  und  II  III 
sowie  von  III  a\  und  III  «2. 

Nunmehr  kann  die  Form  der  Einflußlinie  und  irgend  eine  Ordinate  wieder 
wie  unter  7  bestimmt  werden  (Abb.  334  a).  Man  beachte,  daß  die  Einflußgeraden  I 
und  II  sich  unter  I  II  schneiden  müssen.  Da  aber  I  II  im  Unendlichen  liegt, 
muß  auch  der  Schnittpunkt  der  Einflußgeraden  I  und  II  im  Unendlichen  liegen, 
d.  h.  die  Geraden  I  und  II  müssen  parallel  verlaufen. 

10.  Man  kann  auch  die  Momentanpole  der  Scheiben  für  irgend  eine 
Drehung  gegen  das  Widerlager  mit  Hilfe  einer  Figur  F'  bestimmen,  wie  an 
dem  bereits  unter  5  behandelten  Beispiel  gezeigt  werden  möge,  in  dem  die 
Einflußlinie  für  den  Auflagerdruck  A  gefunden  wurde  (Abb.  335). 

Das  Widerlager  bei  A  ist  beseitigt  und  durch  den  Auflagerdruck  A 
ersetzt.  Da  die  Last  1  t  über  die  Scheiben  I  und  II  wandert,  so  besteht  die 
Einflußlinie  aus  den  Geraden  1  und  II,  deren  Nullpunkte  senkrecht  unter  Iw 
und  II /^'  liegen,  liv  fällt  mit  dem  linken  Auflagergelenk  zusammen,  da  die 
Scheibe  I  sich  um  diesen  Punkt  gegen  das  Widerlager  dreht.  Zur  Bestimmung 
von  II  w  zeichnen  wir  eine  beliebige  Figur  F'.  Wir  erteilen  dem  Punkte  1  die 
beliebige  lotrechte  Geschwindigkeit  1 — 1',  die  in  die  Richtung  des  Polstrahles 
des  Punktes  1  fallen  muß.  Da  der  Punkt  1  der  Scheibe  I  angehört,  diese  sich 
aber  um  I  in  dreht,  so  ist  der  Polstrahl  des  Punktes  1  der  Strahl  i — lio.  In  die 
Richtung  dieses. Strahls  muß  1  1'  fallen.  Ebenso  muß  2  2'  in  die  Richtung  des 
Polstrahls  2  —  I  in  fallen,  und  1'  2'  muß  parallel  1  2  sein.  2'  3'  muß  parallel  2 — 3 
verlaufen,  und  3'  muß  auf  dem  Polstrahl  des  Punktes  3  liegen,  d.  h.  auf  dem 
Strahl  3  5.  Da  der  Punkt  4  zweistäbig  an  1  und  3  angeschlossen  ist,  so  ist  4' 
bestimmt  als  Schnittpunkt  der  zu  1 — 4  und  3 — 4  parallelen  Geraden  1' — 4' 
und  3' — ^4'.  Den  Punkt  a  können  wir  uns  durch  zwei  Stäbe  1 — a  und  4 — a 
starr  angeschlossen  denken,  weil  er  dann  bei  der  Bewegung  des  Systems  die- 
selbe Bahn  beschreibt  wie  der  Punkt  a  der  starren  Scheibe  II. 

a'  ist  sodann  bestimmt  als  Schnittpunkt  der  zu  den  Geraden  1 — a  und 
4 — a  parallelen  Geraden  1' — a'  und  4' — a'.  Sobald  wir  jetzt  die  Richtungen 
zweier  Polstrahlen  der  Scheibe  II  angeben  können,  ist  der  Pol  II«'  als  Schnitt- 
punkt der  beiden  Polstrahlen  bestimmt.     Wir  kennen  aber  die  Richtungen  der 
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Polstrahlen  der  Punkte  i  und  4,  die  mit  den  Richtungen  der  lotrechten  Ge- 
schwindigkeiten 1 — 1'  und  4 — 4'  zusammenfallen  müssen.  Auch  die  Verlängerung 
von  a — a'  muß  dann  durch  11  /r  gehen,  da  a — a'  als  lotrechte  Geschwindigkeit 
eines  Punktes  der  Scheibe  II  in  den  Polstrahl  dieses  Punktes  fallen  muß,  der 
durch  das  Momentanzentrum  II  w  geht.  Die  Einflußlinie  für  ^  ist  in  Abb.  33s  a 
dargestellt.      Zur    Bestimmung    einer    Ordinate    bringen    wir    die    Last    1  t    im 


Abb.   33 sa 


Punkte  1  an  und  berechnen  A  mit  Hilfe  des  Gesetzes  2Q-c  =  o.    Die  Gleichung 

lautet  sodann  ^  ,  i  c, 

Ä-Ca-\-  i  Ci=0:     A— ^-• 

Senkrecht   unter    der  Last    wird    dieser  Wert    in    irgend    einem  Maßstabe    als 
Ordinate  aufgetragen. 

11.  Zum  Schluß  möge  noch  die  Bestimmung  einiger  Einllußlinien  für  den 
fachwerkartigen  Dreigelenkbogen  mit  überkragenden  Enden  und  Schleppträgem 
gezeigt  werden. 

a)    Die   F- Linie  (Abb.  336). 

Nach  Herausnahme  der  Vertikalen  V  ist  das  System  einfach  beweglich 
geworden,  da  eine  Starrheitsbedingung  beseitigt  wurde.  Der  fehlende  Stab  ist 
durch  seine  Spannkraft  V  ersetzt.  Das  System  besteht  alsdann  aus  den 
Scheiben  ir,  I,  II,  .  .  .  VII.  Da  die  Last  1  t  über  die  Scheiben  I  bis  V  wandert, 
so  muß  die  Einflußlinie  aus  fünf  Geraden  mit  den  Nullpunkten  unter  I  a\  II  h\  .  .  . 
Y IV  bestehen.  Diese  sind  daher  zunächst  aufzusuchen.  Wir  erteilen  dem 
System  eine  willkürliche  Bewegung  gegen  das  Widerlager.  Dabei  dreht  sich 
die  Scheibe  IV  gegen  das  Widerlager  um  IV  11:  (rechtes  Kämpfergelenk),  VI  um 
VI  w  und  VII  um  VII  n\  VI  u:  und  VII  in  fallen  mit  dem  linken  Kämpfergelenk 
zusammen.  Ferner  drehen  sich  die  Scheiben  I  bis  VII  gegeneinander  um  die 
Gelenke,  in  denen  sie  miteinander  zusammenhängen,  also  um  I II,  II III,  III IV, 
IV  V,  II  VI  und  III  VII.  III  ;6'  liegt  dann  im  Schnittpunkt  der  Geraden 
VlI//;  — III  VII  und  IV  w  — III  IV,  während  sich   die  Geraden  Ulw^-ll  III  und 
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VI  u- — II  VI  in  II  IC  schneiden  müssen.  Da  der  Punkt  a  der  Scheibe  I  sich 
nur  parallel  zu  der  Gleitbahn  des  beweglichen  Auflagers  verschieben  kann, 
so  muß  seine  lotrechte  Geschwindigkeit,  mithin  auch  sein  Polstrahl,  in  die 
Richtung  der  Normalen  zur  Gleitbahn  fallen.  Auf  dieser  Normalen  muß  daher 
das  Momentanzentrum  I  >(■  liegen.  Außerdem  liegt  I  /c  auf  der  Geraden  I  11  —  II  "■. 
Auch  V  IC  muß  auf  der  Normalen  zur  Gleitbahn  des  Punktes  h  und  auf  der 
Geraden  IV  ic  —  IV  V  liegen. 

Damit  sind  sämtliche  Pole  bestimmt,  wodurch  nach  Bestimmung  einer 
Ordinate  die  Emtlußlinie  festliegt.  Bringt  man  dann  die  Last  i  t  über  der 
Vertikalen,  also  senkrecht  über  dem  Widerlager  an,  so  werden  sämtliche  Stäbe 
mit  Ausnahme  der  Vertikalen  spannungslos.  da  die  Last  unmittelbar  durch 
die  \'ertikale  in  das  Widerlager  geleitet  wird.     Die  Vertikale  erhält  daher  die 


Druckspannkraft  —  i.  Trägt  man  dann  diesen  Wert  senkrecht  unter  der  Last 
als  Ordinate  auf,  so  sind  sämtliche  Einflußgeraden  bestimmt.  Wir  ziehen  die 
Gerade  II  durch  e.j  (Abb.  336  a),  benutzen  sie  aber  als  Einflußgerade  nur  unter 
der  Scheibe  II,  womit  auch  die  Gerade  I  festliegt,  die  durch  den  Nullpunkt  Cj 
gehen  muß.  Ferner  muß  die  Gerade  III  durch  (^3  gehen,  IV  durch  e\  und  V 
durch  ey 

Dem  Leser  wird  empfohlen,  auch  noch  den  Pol  II  IV  als  Schnittpunkt 
der  Geraden  II  w  —  IV  //•  und  II  III — III IV  zu  bestimmen  und  dann  zu  beachten, 
daß  die  Einflußgeraden  II  und  IV  sich  senkrecht  unter  II  1\'  schneiden  müssen, 
wodurch  man  eine  gute  Kontrolle  für  die  Genauigkeit  der  Polbestimmungen 
erhält. 

b)    Die   L"- Linie  lAbb.  337). 

Durch  Beseitigung  des  Untergurtstabes  wird  das  Fachwerk  wieder  einfach 
beweglich  und  zerfällt  in  die  starren  Scheiben  I  bis  V.  Die  Spannkraft  U  wird 
zum  Ersatz  als  äußere  Kraft  angebracht.  Die  Einflußlinie  besteht  dann  aus 
fünf  Geraden  mit  den  Nullpunkten  unter  den  Polen  I  n;  II  ic, .  .  .  V  u;  die  daher 


-     255     — 

zunächst  zu  bestimmen  sind.  Erteilt  man  dem  beweglichen  System  eine  will- 
kürliche Verschiebung,  so  drehen  sich  die  Scheiben  II  und  IV  gegen  das  Wider- 
lager um  die  Kämpfergelenke.  In  diese  fallen  daher  II  n-  (linksj  und  IV  /r 
(rechts).  Die  Scheiben  I,  II,  III,  IV  und  V  drehen  sich  gegeneinander  um  die 
Gelenkpunkte,  in  denen  sie  miteinander  zusammenhängen,  also  um  1  II,  II  HI, 

III  IV  und  IV  V.      \l\w   liegt    im   Schnittpunkt  der  Geraden  \\a~-\\  III   und 

IV  IC  — 111  IV.  I  ir  liegt  auf  der  Normalen  zur  Gleitbahn  des  linken  beweglichen 
Auflagers  (vergl.  die  vorige  Aufgabe)  und  auf  der  Geraden  Il/r  — I  II,  V /r  auf 
der  Normalen   zur  Gleitbahn  des   rechten  beweglichen  Auflagers  und  auf  der 


Geraden  IV  ir—\Y  V.  Wir  bestimmten  noch  I  III  und  II  IV,  unter  denen  sich  die 
Einflußgeraden  1  und  III  bezw.  II  und  IV  schneiden  müssen.  I  III  liegt  im  Schnitt- 
punkt der  Geraden  I  II  — II  III  und  I  ir  —  \\lw.  während  die  Geraden  II  III  — III  IV 
und  II  w  —  lYv  sich  in  II  IV  schneiden  müssen.  Kennt  man  dann  eine  Ordinate 
der  Einflußlinie,  so  kann  man  sämtliche  Einflußgeraden  zeichnen.  Wir  be- 
stimmen die  unter  dem  Scheitelgelenk  liegende  Ordinate  rj,  berechnen  also 
die  Spannkraft  IJ  infolge  der  im  Scheitelgelenk  wirkenden  Last  i  t.  Die  Be- 
rechnung erfolgt  am  einfachsten  mit  Hilfe  des  Gesetzes  ^Q-c  =  o.  Da  der 
Gelenkpunkt  p  sich  als  Punkt  der  Scheibe  III  um  III  ^/;  dreht,  so  muß  die  lot- 
rechte Geschwindigkeit  von  p  in  die  Richtung  des  Polstrahls  j3— III  ir  fallen. 
Wählen  wir  dann  die  lotrechte  Geschwindigkeit  p—p'  derart,  daß  p'  in  III  hj 
legt,  dann  müssen  auch  die  Endpunkte  der  lotrechten  Geschwindigkeiten  aller 
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übrigen  Punkte  der  Scheibe  III  mit  III  n:  zusammenfallen.     Es  muß  dann   also 

auch  u'  in  Wlw  liegen.     Die  Angriffspunkte  der  übrigen  äußeren  Kräfte  (H,  A 

und  B)  erfahren  als  festliegende   Punkte  keine  Verschiebung,    ihre  lotrechten 

Geschwindigkeiten  sind  daher  =o.    Ist  dann  Cp  der  Plebelarm  der  Kraft  i  t  in 

bezug  auf  p'  und  c„  der  Hebelarm  von  U  in   bezug  auf  u\  so  erhält  man  die 

Gleichung  i  c 

ü  •  Cu  +  I  «"t.  =  o,    woraus    i  ^=. '  -• 

Dieser  Wert  wird  senkrecht  unter  der  Last  i  t  als  Ordinate  aufgetragen 
(Abb.  337a).  Alsdann  zeichnet  man  die  Geraden  III  und  IV  mit  den  Null- 
punkten fo  und  e^  unter  III /r  und  YV  u\  wodurch  auch  die  Gerade  V  bestimmt 
ist,  deren  Nullpunkt  e-,  senkrecht  unter  V  ir  liegen  muß.  Die  Gerade  I  ist 
bestimmt  durch  die  beiden  Bedingungen,  daß  ihr  Nullpunkt  e^  unter  I  w  liegen 
und  daß  sie  sich  außerdem  mit  der  Geraden  III  senkrecht  unter  1  III  schneiden 
muß.  Nunmehr  kann  man  auch  die  Gerade  II  zeichnen,  die  durch  den  senk- 
recht unter  II  ir  liegenden,  mit  r.;  zusammenfallenden  Nullpunkt  e.2  gehen  muß. 
Als  Genauigkeitskontrolle  benutze  man  die  Bedingung,  daß  die  Geraden  II 
und  IV  sich  senkrecht  unter  II  IV  schneiden  müssen. 


S 


§  11.    Die  Theorie  der  Raumfachwerl(e. ') 

1.    Allgemeines. 

Auf  einen  Körper  mögen  beliebig  gerichtete,  in  verschiedenen  Punkten 
angreifende  Kräfte  P  wirken,  die  nicht  in  einer  Ebene  liegen  und  miteinander 
im    Gleichgewicht    sind     (Abb,    338).       Ihre    Angriffspunkte    seien    durch     die 

Koordinaten  x,  y,  z  eines  rechtwinkligen  Achsen- 
systems festgelegt.  Bedeuten  Mx,  My  und  M- 
die  statischen  Momente  einer  Kraft  P  in  bezug 
auf  die  JY"- Achse  bezw.  Y-  und  Z- Achse,  ferner 
X,  y  und  Z  die  Seitenkräfte  von  P  nach  den 
Richtungen  dieser  drei  Achsen,  so  bestehen 
für  das  räumliche  Kräftesystem  die  sechs 
Gleichgewichtsbedingungen   .2'i^ix  =  o,  ^M,j  =  o, 


^71/^  =  0,    ^X 


'Y=o,    ^Z^o,    die,    wie 


später  gezeigt  werden  wird,  in  ähnlicher  Weise 

wie  beim   ebenen  Fachwerk  für  die  Berechnung 

Abb.  33S.  der      Stabspannkräfte       eines      Raumfachwerks 

benutzt  werden  können.    Für  das  Gleichgewicht 

von    räumlichen,  in    einem  Punkt    angreifenden  Kräften    sind    notwendig   und 

hinreichend    die    drei    Gleichgewichtsbedingungen   ^X—o,  ^r=o,  ^Z—o. 

Eine  Kraft  P   ist   nach  Größe  und  Richtung  bestimmt,    wenn    ihre    drei 

Seitenkräfte  X,  Y  und  Z  bekannt    sind.      Da    an    dem    festen  Auflager    eines 

Raumfachwerks    der  Auflagerdruck    nach  Größe  und  Richtung    unbekannt  ist, 

so  treten  dort    drei  Unbekannte   auf.     An  den  allseits  beweglichen  Auflagern 

ist  dagegen  die  Richtung    des  Auflagerdrucks  bekannt,    da   sie  mit  der  Nor- 

1)  Nach  Müller -Breslau,  Neuere  Methoden  der  Festigkeitslehre.    3.  Aufl.    IV.  Abschnitt. 
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malen  zur  Gleitfläche  des  Lagers  zusammenfallen  muß.  Hier  ist  daher  nur 
die  Größe  des  Auf  lagerdrucks  unbekannt,  so  daß  an  einem  allseits  beweg- 
lichen Auflager  nur  eine  Unbekannte  wirkt.  Führt  man  dagegen  einen  Auf- 
lagerpunkt in  einer  bestimmten  Linie,  so  daß  er  in  seitlicher  Richtung  nicht 
ausweichen  kann,  so  tritt  außer  dem  normal  zur  Gleitfläche  gerichteten  Wider- 
stand noch  ein  seitlicher  Widerstand  auf,  dessen  Richtung  mit  der  Normalen 
zu  der  seitlichen  Führung  des  Lagers  zusammenfallen  muß.  Die  Richtungen 
der  beiden  Widerstände  sind  daher  bekannt.  An  einem  derartig  geführten 
Lager  wirken  mithin  zwei  der  Richtung  nach  bekannte  und  der  Größe  nach 
unbekannte  Stützwiderstände.  Hat  daher  ein  aus  s  Stäben  bestehendes  Raum- 
fachwerk /'  feste,  b  bewegliche  und  b'  in  einer  bestimmten  Linie  geführte  Lager, 
so  treten  zu  den  s  unbekannten  Stabkräften  noch  3  /'-f-  b  -}-  2  b'  unbekannte 
Stützwiderstände,  so  daß  die  Anzahl  der  Unbekannten  s  +  sA+ö  +  a  b'  beträgt. 
Fläufig  ist  es  von  Vorteil,  die  Stützwiderstände  sich  durch  Stäbe  (sog.  Auf- 
lagerstäbej  ersetzt  zu  denken,  und  zwar  sind  dann  für  ein  allseits  bewegliches 
Auflager  ein  Auflagerstab,  für  ein  in  einer  Linie  geführtes  Lager  zwei  und 
für  einen  festen  Stützpunkt   drei  Auflagerstäbe  anzubringen. 

Man  kann  nun  an  jedem  Knotenpunkt  die  drei  Gleichgewichtsbedingungen 
^X—o,  ^Y=o  und  ^Z=o  aufstellen  (notwendige  und  hinreichende  Anzahl 
der  Gleichgewichtsbedingungen  für  Kräfte,  die  in  einem  Punkt  angreifen), 
so  daß  bei  A:  Knotenpunkten  die  Anzahl  der  Gleichungen  =  ^k  ist.  Das  Fach- 
werk ist  daher  statisch  bestimmt  und  starr,  wenn  die  Anzahl  der  Unbekannten 
gleich  der  Anzahl  der  Gleichungen  ist,  d.h.  wenn  5  +  3 /'-l- fc  +  2  &' =  3 /c  und 
wenn  gleichzeitig  auch  die  Nennerdeterminante  der  3  k  Gleichungen  ^  o  ist 
(vergl.  auch  §  10,  2,  B,  Seite  220).  Ist  s -f  3 /'+ 6 -f  2  fc' >  3  A',  so  ist  das 
Fachwerk  überstarr,  d.h.  statisch  unbestimmt,  und  ist  5  +  3  / -f  6  +  2  &' <  3  ä:, 
so  ist  es  beweglich. 

Ein  weiteres  Merkmal  für  die  Starrheit  und  statische  Bestimmtheit  eines 
Raumfachwerks  ist  der  dreistäbige  Anschluß  der  Knotenpunkte  (im  Gegensatz 
zu  dem  zweistäbigen  Anschluß  der  Knotenpunkte  eines  ebenen  Fachwerks). 

Für  die  Berechnung  der  statischen  Momente  von  Kräften  in  bezug  auf 
Achsen  merke  man  sich  noch  folgende  Regeln: 

1.  Schneidet  eine  Kraft  die  Momentenachse,  so  ist  ihr  Moment  in  bezug 
auf  die  Achse  =0,  da  ihr  Hebelarm  =0  ist. 

2.  Ist  die  Kraft  zu  der  Momentenachse  parallel  gerichtet,  so  schneidet 
sie  die  Momentenachse  im  Unendlichen.  Ihr  Moment  in  bezug  auf  die  Achse 
is^"  daher  ebenfalls  =0. 

2.    Berechnung   von  Stabspannkräften  räumlicher  Fachwerksysteme. 

Während  bei  den  ebenen  Fachwerken  die  Stabspannkräfte  entsprechend 
dem  zweistäbigen  Anschluß  der  Knotenpunkte  durch  Zerlegung  einer  gegebenen 
Kraft  nach  zwei  Richtungen  gefunden  werden,  ist  zur  Berechnung  der  Stab- 
spannkräfte räumlicher  Fachwerke  entsprechend  dem  dreistäbigen  Anschluß 
der    Knotenpunkte    die    Aufgabe    zu    lösen:     „Eine    gegebene    Kraft    nach 

Kirchhoff,    Statik.  I.  »7 
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Abb.  33<). 


drei  räumlichen  Richtungen  zu  zerlegen,  die  sich  in  einem  Punkte 
schneiden".  Die  Lösung  dieser  Aufgabe  möge  zunächst  für  alle  vorkommen- 
den Fälle  behandelt  werden. 

A.   Rechnerisches  Yerfahreii. 

1.  Die  allgemeinste  Lösung  erhält  man  durch  Benutzung  der  drei  auf 
ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem  X,  Y,  Z  bezogenen  Gleichgewichts- 
bedingungen ^X—o,  ^Y=o  und  JSZ=o. 

Da  jeder  Knotenpunkt  eines  statisch  bestimmten,  räumlichen  Fachwerks 
durch    dreistäbigen  Anschluß    entstanden    ist,    so  wirken   an  ihm   außer  den 

bekannten  äußeren  Kräften  P  noch  drei 
unbekannte  Stabkräfte.  Zerlegt  man  sowohl 
die  äußeren  Kräfte  P  als  auch  die  an  dem 
Knoten  wirkenden  Stabkräfte  nach  den  Richtungen 
X,  I  und  Z,  so  gelten  die  drei  Gleichungen 
:S8,-\-P,  =  o,  2S,-^P,j  =  o,  ^,S,  +  P,  =  o, 
worin  Sx,  Sy  und  Sz  bezw.  P^,  P,/  und  P^  die 
Seitenkräfte  der  Stabkräfte  S  bezw.  der  an  dem 
Knoten  angreifenden  äußeren  Kräfte  P  nach  den  Richtungen  X,  Y  und  Z 
bedeuten.  Die  Summen  erstrecken  sich  über  die  Stabkräfte  des  Knotenpunktes. 
In  Abb.  339  ist  die  Zerlegung  einer  Siabkraft  S  nach  den  Richtungen 
X,  Y  und  Z  dargestellt.  Man  findet,  wenn  s  die  wahre  Stablänge  des  Stabes  S, 
Gx  ihre   Projektion    auf  die  A'- Achse    und    a    den  Winkel   zwischen  s  und  ax 

bedeutet,    Sx  =  S  •  cosa  =  S  •    -  .     Wir  wollen   in  Zukunft   das  Verhältnis  von 

Stabkraft  zur  Stablänge  mit  x  bezeichnen,  so  daß  »?x  =  J«  ■  <'.r-  Entsprechend 
findet  man  Sij^^x  •  a,,  und  Sz  =  x  •  Uz. 

Somit  erhält  man  für  einen  Knotenpunkt  die  drei  Gleichgewichts- 
bedingungen 

^X'ax  +  Px=^o,  2y.-a,-{-P^  =  o,         ly.-a^  +  Pz  —  0.    . 

Da  an  dem  Knotenpunkt  nur  drei  unbekannte  Stabkräfte  angreifen,  so  sind 
diese  eindeutig  bestimmt.  Durch  geschickte  Wahl  des  Koordinatensystems 
kann  man  dabei  leicht  Vereinfachungen  erzielen,  wenn  man  z.  B.  die  Achsen 
so  legt,  daß  möglichst  viele  Seitenkräfte  gleich  Null  werden. 

2.    Die  Momentenmethode. 

a)    Die  gegebene  Kraft  P  sei  beliebig  gerichtet  (Abb.  340). 

Wir  trennen  den  Knotenpunkt  ab  und  ersetzen  die  vom  Schnitt  getroffenen 
Stäbe  durch  ihre  Spannkräfte,  so  daß  nach  wie  vor  Gleichgewicht  herrscht. 
Zunächst  werde  *S'i  bestimmt.  Wir  bringen  die  Spannkraft  Sy  an  dem  Knotenpunkt 
vorläufig  als  Zugkraft  an  und  benutzenzu  ihrer  Berechnung  die  Gleichgewichts- 
bedingung: „Die  Summe  der  Momente  in  bezug  auf  die  durch  die  Spurpunkte 
von  S-i  und  ^3  gehende  Achse  mui3  — o  sein".  Alsdann  fallen  60  und  S^  aus 
der  Momentengleichung  heraus,  da  sie  die  Momentenachse  schneiden,  ihr 
Moment  in  bezug  auf  die  Achse  also  =  o  wird.  Die  Kräfte  P  und  S^  zer- 
legen   wir    dabei    in    den    durch    sie    gelegten    Vertikalebenen    in    die    Seiten- 
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kräfte  Pcos«  bezw.  S^^  cos /?  und  Psina  bezw.  S^  sin/!?,  und  zwar  derart,  daß 
Pcosa  und  Si  cos /S  in  die  Grundrißebene  fallen,  während  Psin«  und  S^  sin  cc 
senkrecht         zur 

Grundrißebene 
stehen.  Dann  fal- 
len auch  P-  cos« 
und  Si  •  cos/!/  aus 
der  Momenten- 
gleichung her- 
aus, da  sie  die  ^^^^^'"^A 
in  der  Grundriß- 
ebene liegende 
Momentenachse 
schneiden.  Es 
könnte  höchstens 
der  Grenzfall  ein- 
treten, daß  sie 
derAchseparallel 
verlaufen.  Aber 
auch  dann  ist  ihr 

Moment  für  die  Achse  =o,  wie  unter  i  gezeigt  wurde.  Die  Momenten- 
gleichung lautet  daher 

*S'i  •  sin  /!?  •  cti  -\-  P  sin  a  •  cipzzzo. 

Bezeichnen  wir  die  wahre  Stablänge  des  Stabes  5^  mit  Si  und  die  wahre 
Länge  der  in  der  Richtung  der  Kraft  P  gemessenen  Strecke  vom  Angriffs-  bis  zum 

Srh 


\bb.   340. 


Spurpunkt  mit  p,  so  ist  sin  a  =  —  und  sin  ß  =  — ,  so  daß  Sj  •  sin  /!f 


=  Xy   h 


und   P  •  sin  a  = 


P 


h. 


Die  senkrecht  zur 
Grundrißebene  wirken- 
den Seitenkräfte  sindalso 
jedesmal  =  x  ■  h. 

Setzen  wir  diese  Werte 
in  die  Momentengleichung  ein, 
so    folgt    die  Gleichung 

xi  ■  h  •  Ui  -f-  Xp  •  h  '  Op  zzz.  o, 


Pqoso. 


woraus  xj 

Da  Xi  = 
so  wird 

S,       ,           P 

—  und  x„  =  -— 
Si               '         P 

P 

— ^-«1    (Drucl- 

/S^cosy 


Al)b.  341. 


17' 
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Zur  Berechnung  von  Ä.  benutzen  wir  sodann  eine  Momentengleichung 
für  die  durch  den  Spurpunkt  von  S3  gehende,  mit  der  Grundrißprojektion 
von  S3  zusammenfallende,  also  ebenfalls  in  der  Grundrißebene  liegende  Achse 
(Abb.  341).  Die  gesuchte  Kraft  S^  wird  dabei  vorläufig  als  Zugkraft  eingeführt. 
Die  Momentengleichung  lautet  sodann: 


h-  b» 


xi  ■  h  ■  hl  —  Xp  ■  h  •  hp^o;     x^ 


xi  ■  hl  -\rii  p  •  bp 


S, 


Setzen  wir  dann    wieder  a.,=    -'     x 

52 


—    und    X,  =  —  Xn  ■  — ,   so  wird 
2)  '     «1  ' 


woraus 


P'fh  \  «1         J 


Wird    -^■bi>hp,    so  wird  S.>  negativ,    also   eine  Druckkraft.     Wird  da- 

gegen    —•&!<:  bp,  so  wird  &  positiv,  also  eine  Zugkraft. 
tti 

Z\iT  Berechnung  von  S^  kann   dann  die  Gleichgewichtsbedingung  2V=o 

benutzt  werden.     Es  muß  also  sein 

X3  '  h  -\-  Xi  ■  h  -\-  x^  ■  h  -\-  Xp  •  h  :^  o. 

xg  =  —  {xi  +  xa  +  Xp) 

^  _  [_  p^ .  -1  +  _^_  u  _ «.. .  ,,,u  ^1  =  «3 . 

p      ai     ^    p-  b.>  V  «1        J        P  ]         Ss 

P  r.   .   hj,  •  «1  —  (tj, '  ?>, 


Folglich 


,S'..  =  —  —\l-L.  ^'  •  (fi  —  ffp  '  ^>i    _  ^ 


.V[. 


Wird   der  Klammerwert  negativ,  so  wird  S^  positiv,   also   eine  Zugkraft,    wird 

er   positiv,    so  wird  ^3    negativ,   also  eine 
Druckkraft. 


b)    Die  gegebene  Kraft  I'  sei  parallel  zur 
Grundrißebene   gerichtet  (Abb.  342). 

Wir  führen  wieder  einen  Schnitt  um 
den  Knotenpunkt  und  bringen  zum  Ersatz 
die  Stabkräfte  S  an.  Die  gesuchte  Stab- 
kraft 5,  wird  vorläufig  als  Zugkraft  ein- 
geführt. Zur  Berechnung  von  6'i  benutzen 
wir  wieder  eine  Momentengleichung  für 
die  durch  die  Spurpunkte  von  5*2  und  Ä; 
gelegte  Drehachse.  Dann  fallen  S2  und  S^ 
aus  der  Momentengleichung  heraus,  da 
sie  die  Drehachse  schneiden.  S^  wird 
wieder  zerlegt  nach  S^  ■  cos  ß  und  x^  •  h, 
so  daß  Si  ■  cos  ß  die  Drehachse  schneidet. 
Die. Kraft  P  zerlegen  wir  in  eine  parallel 


Abb.   342. 
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zur  Drehachse  gerichtete  Seitenkraft  P-cosf  und  in  P- sin  «  senkrecht  zur 
Drehachse.  Dann  fällt  auch  P-  cos  f  aus  der  Momentengleichung  heraus  als 
parallel  zur  Achse  wirkende  Kraft.  Zeichnen  wir  dann  durch  den  Spurpunkt 
von  Si  eine  Parallele  zu  P  und  messen  den  Abstand  Ci  des  Spurpunktes  von 
der  Drehachse  in  der  Richtung  der 
Parallelen,  so  wird  der  Hebelarm  der 
Seitenkralt  /-i  •  h  in  bezug  auf  die  Dreh- 
achse =  c,  •  sin  s.  Da  P  •  sin  a  im  Ab- 
stände h  von  der  Grundrißebene  wirkt, 
so  ist  ihr  Hebelarm  für  die  in  der 
Grundrißebene  liegende  Drehachse  =  h. 
Die  Momentengleichung  lautet 
mithin: 

x^  •  h  •  Ci  •  sin  e  -\-  P  •  sin  t  ■  /i  ^3  o 
P 

Mit  X.  = —^  wird  sodann 


SfCosß 


-S'i  =  —  P.  --i  (Druck). 


Abb.  343. 


_   P 

S.)  linden  wir  sodann  mittels  einer 
Momentengleichung  für  die  durch  den 
Spurpunkt  von  S^  gehende,  mit  der 
Grundrißprojektion  von  S^  zusammenfallende,  also  ebenfalls  in  der  Grund- 
rißebene liegende  Achse  (Abb.  343).  Die  Kraft  P  zerlegen  wir  vorher  in  eine 
in  die  Richtung  der  Drehachse  fallende  Seitenkraft  P  cos  d  und  in  P-sind 
senkrecht  zur  Drehachse. 

Dann  lallt  P-cosd'  aus  der  Momentengleichung  heraus  als  parallel  zur 
Momentenachse  wirkende  Kraft.  6'i  •  cos  ß  und  &  •  cos  y  fallen  ebenfalls  heraus, 
weil  sie  die  Drehachse  schneiden. 

Somit  lautet  die  Momentengleichung 

Zg  •  Ä  •  Ö2  —  ^1  •  h  ■  hl  —  P  •  sin  d  ■  h^  O. 


Mit 


wird  sodann 


P-  sin  d-f-zi  •  hl 


P-sind 


P 


6i 


.S'.,  = 


Ci  •  b 


(Ci  •  sin  6 


ho 


&,) 


6j 


(Ci  .  sin  d  —  61). 


Wird  hl  >  c,  sin  d,   so    wird  S.,  negativ,    also    eine    Druckkraft,    wird    dagegen 
hl  <  q  sin  d,  so  wird  82  positiv,  also  eine  Zugkraft. 
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Ss  jS.nden  wir  dann  endlich  mittels  der  Gleichgewichtsbedingung  2V=o. 
Es  muß  also  sein 

x^  •  h  -\-  x^  •  h  -{-  Xi  ■  h  :=:  0\ 

[       P  P  1 

5«3  =  —  (x,  +  '^O  =  -  [—  —  +  -^— j^  («1  •  sin  d  -  6i)J 

P  r  Ci  •  sin  d  —  &i  "I ^Sg 

_  P'^3    (  Ci-sind— &,  \ 

^^- — ^l — &; V* 


Wird  ~ 5 ^>  I,   so   wird  S^  negativ,   also  eine  Druckkraft,   wird    da- 


gegen 


h 
Ci  •  sin  d  -  -  &i 


<  1,  so  wird  S^  positiv,  also  eine  Zugkraft 


26:; 


B.   Zeichnerisches  Verfahreu. 

1.  Allgemeine  Lösung  (Abb.  344). 
Wir  legen  eine  Ebene  durch  die  gegebene  Kraft  P  und  irgend  eine  der 
Stabkräfte,  z.  B.  5, ,  und  eine  zweite  Ebene  durch  die  beiden  übrigbleibenden 
Stabkräfte  So  und  S-^.  Alsdann  bestimmen  wir  die  Schnittgerade  L  beider 
Ebenen.  Die  durch  F  und  ^i  gelegte  Ebene  geht  sowohl  durch  den  Schnitt- 
punkt von  P  und  Si  als  auch  durch  deren  Spurpunkte.  Das  gleiche  gilt 
von  der  durch  So  und  ^3  gelegten  Ebene.  Bringen  wir  daher  die  Spurgeraden 
beider  Ebenen  zum  Schnitt  in  h,  so  ist  a  —  b  die  Schnittgerade  L  der  beiden 
Ebenen  im  Grundriß.     Im  Aufriß   erscheint  L  als  die  Strecke  a'  —  b'. 

Zunächst  zerlegen  wir  sodann  im  Grundriß  in  der  durch  Pund  Si  gelegten 
Ebene  die  Kraft  P  nach  Si  und  L  und  führen  dann  dieselbe  Konstruktion  auch 
im  Aufriß  durch.  Da  die  Kraft  L  aber  auch  in  der  durch  S2  und  S-^  gelegten 
Ebene  wirkt  —  die  Schnittgerade  L  liegt  ja  in  beiden  Ebenen  — ,  können  wir 
nunmehr  L  (wiederum  zunächst  im  Grundriß)  nach  S^  und  Äj  zerlegen,  worauf 
im  Aufriß  dieselbe  Konstruktion  durchgeführt  wird. 
Da  die  vier  Kräfte  miteinander  im  Gleichgewicht  sind, 
muß  ihr  Ura- 
fahrungssinn  ein 
stetigersein.Über- 
trägtman  dann  die 
Pfeile    aus     dem 

Kräftepolygon 
auf  den  abgetrenn- 
ten Knotenpunkt, 
so  erkennt  man, 
daß  Si  und  ^3 
Druckkräfte,  So 
eine  Zugkraft  ist. 
Nunmehr  sind 
noch  die  wahren 
Größen  der  Kräfte 
zu  bestimmen. 
Wir  finden  sie 
nach  den  Regeln 
der  darstellenden 
Geometrie  durch 
l'mklappen     der 

Aufrißprojektionen  in  die  Grundrißebene.  Um  z.  B.  die  wahre  Größe  von  ^1  {Sm^ 
zu  bestimmen,  tragen  wir  in  den  Endpunkten  der  Grundrißprojektion  von  Si  die 
Aufrißordinaten  /»,  und  h.^  lotrecht  zu  *S,  an  und  verbinden  ihre  Endpunkte  mitein- 
ander. Die  Verbindungslinie  stellt  dann  die  wahre  Größe  von  Si  dar.  Ent- 
sprechend verfahren  wir  mit  den  Kräften  So  und  &,. 

2.    Vereinfachung  der  Konstruktion. 
Wir  wählen  die  Aufrißebene  derart,  daß  sich  zwei  Stäbe,  z.  B.  ^2  und  S3, 
im  Aufriß  decken  (Abb.  345).     Zunächst  zerlegen  wir  dann  im  Aufriß  P  nach 
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Si  und  nach  Richtung  einer  Seitenkraft  L,  welche  in  die  durch  S-,  und  Sg 
gelegte  Ebene  fällt.  Dann  ist  auch  das  zugehörige  Kräftedreieck  im  Grundriß 
bestimmt.  Wir  ziehen  durch  den  Anfangspunkt  von  P  eine  Parallele  zu  iS^i 
und  projizieren  die  Aufrißprojektion  von  Si  in  den  Grundriß,  womit  auch  die 
Grundrißprojektion  von  L  gegeben  ist.  Da  nun  L  die  Seitenkraft  von  P  ist, 
welche  in  der  durch  Ä  und  ^Sg  gelegten  Ebene  wirkt,  so  findet  man  S2  und  S^ 
durch  Zerlegung  von  L  nach  den  Richtungen  von  S2  und  S3.  Diese  Zerlegung 
kann  nur  im  Grundriß  ausgeführt  werden,  da  sich  im  Aufriß  S.^  und  S^  decken. 
Nach  Bestimmung  der  Grundrißprojektionen  von  S^  und  53  sind  aber  auch 
deren  Aufrißprojektionen  durch  Heraufprojizieren  der  Grundrißprojektionen  in 
den  Aufriß  bestimmt.  Die  wahren  Größen  der  Kräfte  werden  dann  wieder 
wie  unter  1  gefunden. 


3.    Bestimmung  der  Stabkräfte  für  den  Fall,  daß  zwei  Stäbe  in  einer 
zur  Grundrißebene  parallelen  Ebene  liegen   (Abb.  346). 

Es  empfiehlt  sich,   die  Grundriß-  und  Aufrißebene    so  zu  legen,  daß  der 
Stab  S^    im   Aufriß    in    wahrer  Größe    erscheint.     Wir    zerlegen    zunächst   die 

gegebene    Kraft    P    in 


_J^i_^^dSj 


Abb.  346b. 


Abb.  346  a. 


Abb.  346. 


Abb.  346  c. 


f^^^^^J  ihrer  Vertikalebene  in 
/  eine  parallelzurGrund- 
rißebene  gerichtete 
Seitenkraft  Ph  und  in  Pj, 
senkrecht  zur  Grundriß- 
ebene und  untersuchen 
die  Einflüsse  dieser 
beiden  Kräfte  getrennt 
voneinander. 

a)  Auf  den  Knoten- 
punkt wirke  nur  die 
senkrechte  Kraft  P„,  Ph 
wird  also  =0  ange- 
nommen. 

Den  Kräftemaßstab 
wollen  wir  bei  der 
zeichnerischen  Be- 

stimmung    der     Stab- 
kräfte   derart    wählen, 


daß  Pv  gleich  der  Höhe  h  des  Knotenpunktes  über  der  Grundrißebene  wird. 
Da  also  h  Meter  Pv  Tonnen  bedeuten,  so  stellt  eine  Strecke  von  1  m  (im  Maß- 

Stabe  der  Zeichnung  gemessen)  —~-  Tonnen   dar.     Alsdann  zerlegen   wir  P^.  in 

eine  Seitenkraft  H,  welche  in  die  durch  ^S'^  und  S^  gelegte,  also  parallel 
zur  Grundrißebene  liegende  Ebene  fällt,  und  in  die  Seitenkraft  S^' 
parallel  zu  S,,  worauf  H  im  Grundriß  nach  den  Richtungen  von  S^  und  S^ 
in    die    Seitenkräfte  S^'  und  'S'3'    zu    zerlegen    ist.     Die  Kräfte  S^',  -So'  und  S^' 


—     265     — 

sind    nach  Abb.  346  a  durch    die    Längen    s^,    c^    und    Cu,   dargestellt.     Da    nun 

der  Kräftemaßstab    derart    gewählt    ist,    daß   eine  Strecke  von  1  m  eine  Kraft 

p  p 

von    -r^  Tonnen  bedeutet,   so  stellen  .Sj  xVIeter  eine  Kraft  von  -p- •  Sj  Tonnen 

P  P 

dar.     Demgemäß    wird  S^' = f' '  ^^    ^^^  entsprechend    82'  = r~ '  ^'j  ^^<^ 

&' =  —  ~y^  ■  Co.    Daß  die  Kräfte  Druckkräfte  sein  müssen,  erkennt  man  sofort, 

wenn  man  die  aus  dem  Kräftepolygon  (Abb.  346a)  gefundenen  Pfeile  an  dem 
abgetrennten  Knoten  anbringt  und  berücksichtigt,  daß  auf  den  Knoten  zu 
wirkende  Kräfte  Druckkräfte  sind. 

b)  Auf  den  Knotenpunkt  wirke  nur  die  wagerechte  Kraft  Ph,  P^  wird 
also  =  o  angenommen. 

Setzen  wir  an  dem  abgetrennten  Knoten  (Abb.  346b)  die  Gleichgewichts- 
bedingung J?F=o  an,  so  erhalten  wir  die  Gleichung  S^"  •  cos  a  =  o.  Da  «  ein 
spitzer  Winkel  ist,  cos«  also  nicht  =0  sein  kann,  so  muß  Si"  =  o  sein.  Die 
Kräfte  S^"  und  »Ss"  findet  man  sodann  durch  die  im  Grundriß  vorzunehmende 
Zerlegung  von  P/i  nach  den  Richtungen  von  S.2  und  5^3  (Abb.  346  c). 
Sie  ergeben  sich  ebenfalls  als  Druckkräfte.  Der  Kräftemaßstab  ist  hier 
beliebig  gewählt. 

Lassen  wir  nunmehr  die  Zustände  a  und  b  gleichzeitig  wirken,  so  erhalten 
wir  den  wirklichen  Kräftezustand,  und  nach  dem  Gesetz  von  der  Summierung 
der  Einzelwirkungen  wird 

S^  =  S,'-}-S,"  =  S,'-^o^S\';    S,  =  S,'-\-S2";     S,  =z  S,' -\- S," . 
Ist  der  Knotenpunkt  nur  durch  eine  senkrecht  gerichtete  Kraft  P  belastet, 
ein  Fall,   der  bei  der  Berechnung  von  KupjDeln  oft  vorkommt,  so  ist  natürlich 
nur  die  unter  a  besprochene  Kräftezerlegung  vorzunehmen. 

4.  Gesucht  seien  die  Spannkräfte  »S'i,  S^,  S^,  S^  und  -S'^  der  in  Abb.  347 
dargestellten  Kuppel,  in  deren  Knotenpunkten  senkrechte  Kräfte  P 

angreifen. 

Die  Knotenpunkte  dei  Kuppel  sind  sämtlich  dreistäbig  festgelegt,  und 
zwar  wurden  zunächst  die  Punkte  e,  d,  e,  g  an  die  festen  Auflagerpunkte  /'  und 
dann  die  Punkte  a,  h,  h  und  i  angeschlossen.  Die  Kuppel  ist  daher  statisch 
bestimmt  und  starr. 

Zunächst  bestimmen  wir  nun  an  den  Knoten  a  und  b  nach  dem  unter  3,  a 
beschriebenen  Verfahren  die  Spannkräfte  Si  und  S^.  Alsdann  zeichnen  wir  im 
Grundriß  die  Mittelkraft  von  S^  und  S.^  und  bestimmen  die  zugehörigen  Aufriß- 
projektionen, die  mit  der  gegebenen  Kraft  Pc  ebenfalls  zu  einer  Mittelkraft 
vereinigt  werden.  Die  Wirkungslinien  der  Mittelkräfte  sind  in  Abb.  347  a  im 
Interesse  der  Übersichtlichkeit  des  Kräfteplanes  fortgelassen. 

Nunmehr  benutzen  wir  das  unter  B,  2  beschriebene  Verfahren.  Wir 
zerlegen  zunächst  im  Aufriß  die  Mittelkraft  von  Si,  S.,  und  Pc  nach  'S'3  und  nach 
Richtung  einer  Seitenkraft  L,  welche  in  die  durch  S^  und  S^  gelegte  Ebene 
fällt.     Alsdann  bestimmen  wir  die  Grundrißprojektionen  von  S.  und  L,  zeichnen 
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also  durch  den  einen  Endpunkt  der  Mittelkraft  von  ^i,  So  und  Pc  im  Grundriß 
eine  Parallele  zu  S^  und  projizieren  die  Aufrißprojeklion  von  S..  in  den  Grundriß, 
womit  auch  L  bestimmt  ist.  Darauf  wird  L  als  in  der  Ebene  von  S^  und  ^5 
wirkende  Kraft  im  Grundriß    nach  Si  und  S--,  zerlegt,  worauf  auch  die  Aufriß- 


J;  unäS;> 


Abb.  347- 


Projektionen  von  »b't  und  S-,   durch  Hinaufprojizieren    in    den  Aufriß    bestimmt 
sind.     Die  wahren  Größen  von  S-,;,  -S'i  und  »Sj  werden  dann  n?ch  B,  1  gefunden. 


5.    Die  abgestumpfte  Fachwerkpyramide  (Abb.  348). 

Die  nachfolgenden  Untersuchungen  gelten  nicht  nur  für  die  eigentliche 
abgestumpfte  Pyramide,  sondern  auch  für  den  allgemeinen  Fall,  daß  sich  die 
Rippen  nicht  in  einem  Punkte  schneiden.  Sie  sind  nur  an  die  Voraussetzung 
gebunden,  daß  die  Seitenflächen  des  Raumfachwerks  aus  statisch  bestimmten 
ebenen  Fachwerkscheiben  bestehen,  deren  Fußpunkte  fest  gelagert  sind. 

In  einem  Knotenpunkte  m  greife  eine  beliebig  gerichtete  äußere  Kraft  Pm 
an.     Gesucht  ist  die  Spannkraft  S  in  einem  Rippenstabe. 

Wir  zerlegen  zunächst  nach  dem  auf  Seite  264  unter  B,  3  beschriebenen 
Verfahren  die  Kraft  Pm  in  die  drei  Seitenkräfte  Pg,  Pi  und  P,.,  von  denen  Pi 
nach  links  in  die  Fachwerkscheibe  I,  P,-  nach  rechts  in  die  Fachwerkscheibe  II 
und  Pg  in  die  Rippe  fällt  und  lösen  dann  diesen  Zustand  in  drei  Einzel- 
zustände auf. 

Zustand  I.  Es  wirke  nur  P/.  P,-  und  Pg  seien  =  o  angenommen.  Da  P/ 
in  der  Ebene  I  wirkt,  so  kann  die  Scheibe  I  als  ebene,  in  ihren  Fußpunkten  ein- 
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gespannte,  im  Punkte  m  mit  P/  beanspruchte  Fachwerkscheibe  angesehen  werden 
(Abb.  348  a).  Zur  Berechnung  von  «Si  führen  wir  dann  den  Ritterschen  Schnitt, 
untersuchen  den  Gleichgewichtszustand  des  oberen  abgetrennten  Teils  und 
setzen  eine  Momentengleichung  für  den  Punkt  l  an: 

hl 


S,-c,-  Prk  =  o-     Äi==  +  P/ 


ct 


Zustand  II.  Es  wirke  nur  P,..  Fi  und  P^-  seien  =0  angenommen.^[Da  P,. 
in  der  Ebene  II  wirkt,  kann  die  Scheibe  II  als  ebene,  in  ihren  Fußpunkten 
eingespannte,  im  Punkte  m  mit  P,.  beanspruchte  Fachwerkscheibe  angesehen 
werden  (Abb.  348b).     Zur    Berechnung    von  Su    führen  wir    dann  wieder    den 


Abb.  348. 


Abb.  348  a. 


Abb.  348b. 


Ritterschen  Schnitt  und  benutzen  am  oberen  abgetrennten  Teil  eine  Momenten- 
gleichung für  den  Punkt  r: 

S.,  ■  c 


Su^-h 


P,.  .  Ä,.  =1  O 
Cr 

Zustand  III.  Es  wirke  nur  P«.  P/  und  P,.  seien  =^0  angenommen.  Sind 
Pi  und  Pr  aber  ~  o,  so  sind  die  Scheiben  I  und  II  unbelastet.  Sämtliche  Stäbe 
der  beiden  Scheiben,  mit  Ausnahme  des  Rippenstabes,  auf  welchen  Pg  wirkt 
(Abb.  348c),  werden  infolgedessen  spannungslos.  In  der  Rippe  herrscht  daher 
unterhalb  P«  überall  die  Spannkraft  —  Pg,  also  auch  in  dem  zu  berechnenden  Stabe. 

Nunmehr  nehmen  wir  an,  die  drei  Zustände  wirken  gleichzeitig,  wodurch 
der  wirkliche  Zustand  entsteht.  Dann  ist  nach  dem  Gesetz  von  der  Summierung 
der  Einzelwirkungen  die  Gesamtspannkraft  in  dem  Stabe  S  gleich  der  Summe 
der  Einzelspannkräfte.     Es  wird  daher 

hl    .     P     ^'^'"         P 
r  -'-v'y,         -'"  s- 

Ci  Cr 

Die  Spannkräfte  in  den  Füllungsstäben  der  Scheibe  I  erhalten  wir 
am  schnellsten  mit  Hilfe  eines  Cremonaschen  Kräfteplans,  wobei  der  Zustand  I 
(Abb.  348  a)  der   maßgebende  Belastungszustand    ist.     Denn  die  Füllungsstäbe 


S^8,-^rS,,-\-S,,^=:Fi-'~^^Pr 
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Abb.  349  b. 


gehören  lediglich  der  Scheibe  I  an  und  nicht,  wie  die  Rippenstäbe,  zwei  Scheiben 
gleichzeitig.  Ebenso  sind  die  Spannkräfte  in  den  Füllungsstäben  der  Scheibe  II 
für  den  in  Abb.  348b  dargestellten  Belastungszustand  (Zustand  II)  mit  Hilfe 
eines  Cremonaplans  zu  ermitteln. 

6.  In  ähnlicher  Weise  kann  auch  der  in  Abb.  349  dargestellte  eingeschossige 
Pfeiler,  in  dessen  Knotenpunkten  A,  B,  C  und  D  senkrechte  Kräfte  Pj,  Pg,  P3 
und  P4  wirken,  untersucht  werden. 

Wir  zerlegen  zunächst  in  jedem  Knotenpunkt  die  dort  wirkende  Kraft  P 
nach    den  Richtungen  der  beiden  Ringstäbe  und  des  Rippenstabes  und  fassen 

dann  die  vier  Wände  der  Kuppel 
einzeln  als  ebene,  in  ihren  Fuß- 
punkten eingespannte  Fachwerk- 
scheiben auf,  die  mit  den  in  die 
betreffenden  Ebenen  entfallenden 
Seitenkräften  der  Kräfte  P  be- 
lastet sind.  Darauf  werden  in  den 
einzelnen  Fachwerkscheiben  die 
vSpannkräfte  in  den  Diagonalen 
berechnet.  Diese  sind  nur  ab- 
hängig von  den  Kräften,  die  in 
der  Ebene  der  betreffenden  Fach- 
werkscheibe in  der  Richtung  der 
Ringstäbe  wirken.  Nach  Be- 
rechnung der  Diagonalspannkräfte 
können  dann  die  Spannkräfte  in 
den  Rippensläben  durch  An- 
wendung rder  in  jedem  Ring- 
knotenpunkt anzusetzenden  Gleich- 
gewichtsbedingung ,,^7=0"  ge- 
funden werden. 

Für  die  Zerlegung  der 
Kräfte  P  nach  den  Richtungen 
der  beiden  Ringstäbe  und  des 
Rippenstabes  wähle  man  zweck- 
mäßig die  Aufrißebene  so,  daß  der 
Rippenstab  in  wahrer  Größe  er- 
scheint, und  führe  dann  die  Zer- 
legung nach  dem  unter  B,  3  unter 
Zustand  a  (Seite  264)  angegebenen 
A'erfahren  durch.  In  Abb.  349c  ist 
auf  diese  Weise  die  Zerlegung  der  Kraft  P,  nach  den  Richtungen  Tj,  To  und  Tg 
durchgeführt.    Da  die  Kraft  Pj  in  dem  Maßstabe  Pj  =  h  dargestellt  wurde,  so  wird 

P  P  P 

T,  ==  ^^-^  •  c,     T,  =  -^^  .  c,  und   T,  =  ^^  .  c,. 


Abb.  349  c. 


Abb.  34Qd. 


Abb.   349  e. 


^J-^J 


In  derselben  Weise  werden  die  Kräfte  Po,   P^  und  P4  zerlegt. 
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In  der  Ebene  der  Scheibe  IV  wirken  dann  die  Kräfte  T3  und  U-^,  die 
allein  Einfluß  auf  die  Spannkraft  D^  haben;  T,  und  U^  sind  ohne  Einfluß  auf 
D4.  Wir  legen  die  Scheibe  in  die  Bildebene  und  fassen  sie  als  in  den  Punkten 
/'  und  r'  eingespannte  ebene  Fachwerkscheibe  auf  (Abb.  349 d).  Benutzt  man 
dann  für  den  abgetrennten  Knotenpunkt  die  Bedingung  ^V=o,  so  erhält  man 
Si'-sina  —  o,  so  daß  *S'i'  =  o.  Die  Bedingung  2H=o  liefert  sodann  die 
Gleichung 

T3  +  Hi  —  o,  so  daß  Ili  =  —  Ts  (Druck). 
Jetzt  trennen  wir  den  Knotenpunkt  r  ab.  Auf  diesen  Knotenpunkt  wirkt 
sodann  die  Druckkraft  IZ4  =  T3  (das  negative  Vorzeichen  ist  durch  den  auf  den 
Knotenpunkt  zulaufenden  Pfeil  berücksichtigt)  und  die  Kraft  U^.  Es  sei  an- 
genommen, daß  T3  sich  größer  als  U^  ergeben  habe.  Alsdann  ist  die  Mittel- 
kraft von  7^3  und  U^  nach  rechts  gerichtet  und  gleich  T^ — U3.  Diese  Kraft 
wird  dann  nach  den  Richtungen  von  D4  und  S^'  zerlegt  (Abb.  349 e).    Das  Kräfte- 

dreieck   ist    dem   Dreieck  l'rr'  ähnlich,    so   daß   die  Proportion  ^y^ — 1  = 

besteht,  woraus  X>4  =  (Tg  —  üg) -^ . 

In  derselben  Weise  werden  zunächst  noch  die  Spannkräfte  Di,  Do  und  Dg 
ermittelt.  An  dem  abgetrennten  Knotenpunkt  Ä  (Abb.  349b)  erhält  man  dann 
mit  Hilfe  der  Bedingung  „^F=o"  die  Gleichung 

In  derselben  Weise    findet  man   dann    an  den  Knotenpunkten  B,  C  und  D  die 
Spannkräfte  Äo»  ^ä  ^od  'S'4- 

Für  die  Ringstäbe  erhält  man  die  Spannkräfte  H^=—Q.2,  H.>  =  —  R^, 
H^  =  —V^  und  H^  =  -  Tg. 

3.    Das  Ersatzstabverfahren  von  Müller- Breslau. 

Das  Verfahren  kommt  dort  zur  Anwendung,  wo  der  dreistäbige  Anschluß 
der  Knotenpunkte  von  gegebenen  festen  Auflagerpunkten  aus  nicht  möglich  ist. 
Für  den  dreistäbigen  Anschluß  sind  dann  zunächst  nicht  zum  System  gehörige 
Hilfsstäbe  (sog.  Y- Stäbe)  erforderlich,  die  später,  wenn  sämtliche  Knotenpunkte 
dreistäbig  angeschlossen  sind,  wieder  beseitigt  und  durch  an  anderen,  ge- 
eigneten Stellen  angebrachte  Stäbe  (sog.  Z-Stäbe)  ersetzt  werden.  Diese  Ersatz- 
stäbe  dürfen  aber  nur  so  angebracht  werden,  daß  das  Abzählungskriterium 
5-j-?>  + 2 />' +  3/=3  Ä-,  welches  infolge  des  mit  Hilfe  der  Y-Stäbe  erreichten 
dreistäbigen  Anschlusses  erfüllt  war,  auch  noch  nach  deren  Beseitigung  erfüllt 
bleibt.  Es  dürfen  daher  durch  den  Einbau  der  Z- Stäbe  keine  neuen  Knoten- 
punkte entstehen. 

Das  Verfahren  möge  an  einigen  Beispielen  erläutert  werden. 

A.  Die  Schwedlersche  Halbkiippel  (Abb.  350). 
Die  Reihenfolge    des    dreistäbigen  Anschlusses   der  Knotenpunkte    ist   in 
Abb.  350    durch   an   die  Stäbe  gesetzte  Ziffern  angedeutet  worden.     So  wurde 
zunächst  der  Knotenpunkt  a  durch  die  Stäbe  1  und  2  sowie  durch  die  Säule  3 


'•+  t  •''  +  ^-°.  -"-  s>  =  -  f(x-"  +  ^) 
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Abb.  350a. 


(Abb.  350  a)  an  die  festen  Auflagerpunkte  /"angeschlossen,  ebenso  a'  durch  i ', 
2'  und  3'.  Für  den  Anschluß  des  Knotens  /)  stehen  aber  nur  zwei  Stäbe, 
nämlich  4  und  die  Säule  5,  zur  Verfügung,  so  daß  zwecks  dreistäbigen  An- 
schlusses noch  ein  Hilfsstab,  Fj,  herangezogen  werden  muß.  Desgleichen  wird 
h'  durch  4',  die  Säule  5'  und  den  Hilfsstab  Fg  angeschlossen.  Nunmehr  kann 
c  durch  6,  7  und  8  sowie  c'  durch  6',  7'  und  8'  angeschlossen  werden.  Zum 
Anschluß  von  d  stehen  wieder  nur  9  und  die  Säule  10  zur  Verfügung,  so  daß 
wieder  ein  Hilfsstab,  Y3,  benutzt  werden  muß.  Das  gleiche  gilt  für  den 
Knotenpunkt  c/',  der  mittels  9',  10'  und  1'4  angeschlossen  wird.  Dann  können 
e   durch    11,  12    und    13,    eJ    durch  11',    12'    und  13',    g    durch    14,  14'  und  die 

Säule    15,    h    durch 
^'^M  16,    17    und    18,    }i' 

durch  16',  17'  und 
18'  und  endlich  % 
durch  19,  20  und 
20'  angeschlossen 
werden. 

Die     Richtung 
der      Y -  Stäbe      ist 
im   allgemeinen  be- 
liebig.    Nur    dürfen 
sie    nicht     mit    den 
Stäben,    mit    denen 
zusammen  sie  einen 
Knotenpunkt         an- 
schließen,   in    einer    Ebene    liegen,    da    dann    der 
Knotenpunkt  nicht  festliegt,  sondern  beiderseits  der 
Ebene  verschoben  werden  kann.     So  darf  z.  B.  der 
Stab   r,  nicht  in  die  Richtung  des  Stabes  4  fallen, 
Abb.  -^50.  da  dann  die  den  Punkt  h    anschließenden  Stäbe  4, 

y,  und  5  in  einer  Ebene  liegen  würden,  jedoch 
ist  es  zweckmäßig,  die  Richtungen  der  F- Stäbe  mit  den  Richtungen  bereits 
vorhandener  anderer  Stäbe  zusammenfallen  zu  lassen,  damit  man  keine  neuen 
Winkel  in  die  Rechnung  einzuführen  braucht.  So  sind  hier  die  Stäbe  Fj, 
F2,  F3  und  F4  in  die  Richtungen  der  Stäbe  9,  9',  14  und  14'  gelegt. 

Das  so  entstandene  System  —  wir  wollen  es  in  unseren  nachfolgenden 
Untersuchungen  kurz  das  F-System  nennen  —  ist  nunmehr  statisch  bestimmt 
und  starr,    da  sämtliche  Knotenpunkte  dreistäbig  angeschlossen  sind. 

Die  vier  F- Stäbe  werden  nun  nachträglich  wieder  beseitigt  und  durch 
die  Stäbe  Z^,  Z, ,  j?3  und  Z^  ersetzt,  die  an  geeigneter  Stelle  so  anzubringen 
sind,  daß  keine  neuen  Knotenpunkte  entstehen.  Da  an  der  Stabzahl  des  Fach- 
werks nichts  geändert  ist,  liegt  nach  wie  vor  ein  statisch  bestimmtes,  starres 
System  vor,  vorausgesetzt,  daß  die  Nennerdeterminante  der  3  l;  Gleichgewichts- 
bedingungen, die  an  den  />•  Knotenpunkten  des  Fachwerks  aufgestellt  werden 
können,  nicht  =  o  wird. 
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Gang   der  Berechnung. 

Da  nach  Fortfall  der  F- Stäbe  und  deren  Ersatz  durch  die  Z- Stäbe  an 
allen  Knotenpunkten  mehr  als  drei  Stäbe  zusammentreffen,  ist  es  nicht  mehr 
möglich,  die  Stabspannkräfte  wie  bisher  durch  Zerlegung  der  in  den  Knoten- 
punkten wirkenden  äußeren  Kräfte  nach  drei  Richtungen  zu  bestimmen. 

Wir  zerlegen  daher  den  wirklichen  Kräftezustand  in  fünf  Einzelzustände: 

Zustand  I.  Es  mögen  nur  die  in  den  Knotenpunkten  angreifenden  be- 
liebig gerichteten  äußeren  Kräfte  P  auf  das  F-System  wirken  (Abb.  351).  Für 
diesen  Zustand    lassen  s 

sich  sämtliche  Stab- 
spannkräfte unmittel- 
bar mit  Hilfe  der  unter 
2,  A  und  B  entwickelten 
Verfahren,  also  durch 
Zerlegung  einer  ge- 
gebenen Kraft  nach  drei 
Richtungen  ermitteln, 
wobei  man  an  dem  zu- 
letzt angeschlossenen 
Knotenpunkt  i  beginnt 
und  inder  umgekehrten 
Reihenfolge  des  drei- 
stäbigen  Anschlusses 
fortfährt.  So  sind  am 
Knoten  /  die  dort 
wirkenden  Spannkräfte 
SiO,  S.,0  und  S-/'  durch 
Zerlegung  von  Fi  nach 
den  Richtungen   dieser 

drei  Kräfte  bestimmt.  -Am  Knoten  h  sind  dann  S-/  und  P/i  gegeben,  deren 
Mittelkraft  nach  S^o^  ,S'./'  und  S^^*^  zerlegt  wird,  usw.  Für  die  F-Stäbe  mögen 
auf  diese  Weise  die  Spannkräfte  Fj",  Fo",  F3O  und  Fi"  gefunden  sein. 

Zustand  II.  Auf  das  F-System  wirke  als  äußere  Kraft  nur  die  Kraft  Z,. 
Bezeichnet  man  die  Spannkräfte  infolge  des  Zustandes  -?^|=lt  (Abb.  352)  mit 
Sa  bezw.  F«,  die  ebenfalls  mit  Hilfe  der  Aufgabe,  eine  Kraft  nach  drei  Richtungen 
zu  zerlegen,  gefunden  werden  können,  wenn  man  an  dem  zuletzt  angeschlossenen 
Knotenpunkt  i  beginnt  und  in  der  umgekehrten  Reihenfolge  des  dreistäbigen 
Anschlusses  fortfährt,  so  erhält  man  infolge  Zi  t  die  Spannkräfte  Z^  •  S„  und  für 
die  F-Stäbe  die  Spannkräfte  Z^  ■  Fj",  Z^  ■  Y./',  Zy  ■  F,«  und  Z^  ■  F4«. 

Zustand  III.  Auf  das  F-System  wirke  nur  die  Kraft  Z..  Die  Spann- 
kräfte infolge  des  Zustandes  Zo  ==  1  t  (Abb  353)  seien  =  »SV>  Sie  können  wieder 
wie  vor  bestimmt  werden.  In  den  F- Stäben  entstehen  die  Spannkräfte  Fj^, 
Fo'',  Y^  und  F4Ö.  Infolge  Zj  t  sind  diese  Spannkräfte  Zvmal  so  groß.  In 
irgend  einem  Fachwerkstabe  erhalten  wir  daher  die  Spannkraft  Z,  •  Sj,,  in  den 
F- Stäben  die  Spannkräfte  Z.  •  Fl^  Z.  ■  Fo^  Z,  •  F3*  und  Zo  •  Y^b. 


Abb. 


Abb.  352. 


Zustand  IV.  Auf  das  F- System  wirke  nur  die  Kraft  Z-,-,  als  äußere 
Kraft.  Infolge  Z->,=  \\.  (Abb.  354)  entstehe  in  irgend  einem  Stabe  die  Spann- 
kraft Sc,  in  den  F- Stäben  I^,  Y./^,  r.,c  und  IV.  Infolge  Zg  t  sind  diese 
Spannkräfte  daher  Zgmal  so  groß,  d.  h.  Z^-Sc  bezw.  Zj  •  1^,  Z^-Y^/,  Z.j  •  ly 
und  Z3  •  IV. 

Zustand  V.  Auf  das  T-System  wirke  nur  die  Kraft  Z4  als  äußere  Kraft. 
Ist  die  Spannkraft  in  irgend  einem  Fachwerkstabe  infolge  .Z4  =  1  t  (Abb.  355) 
=  S^,  so  wird  sie  infolge  Zit  Z^m.a.1  so  groß,  also  Z^-S^.  In  den  l'-Stäben 
entstehen  die  Spannkräfte  Z^  •  ly',  Z^  ■  YJ,  Z^  ■  ly  und  Z^  •  Y/. 

Der  wirkliche  Zustand  entsteht  nun,  wenn  wir  die  Zustände  I  bis  V 
addieren    und    gleichzeitig  die   Spannkräfte  Y^o  setzen.     (In  dem  wirklichen 


Abb.  333. 


Abb.   354. 


Abb.  335. 


Zustand  sind  ja  die  V-Stäbe  nicht  mehr  vorhanden,  da  sie  durch  die  Z-Stäbe 
ersetzt  sind.) 

Nach  dem  Gesetz  von  der  Summierung  der  Einzelwirkungen  erhält  man 
dann  für  irgend  eine  Stabspannkraft  die  Formel 

aS'  =  Oo  -}-  .^1  •  o„  -j-  Zj  •  Si  -f-  Z3  •  Sc  -\-  Z^-  Sfi- 

Sinngemäß  schreiben  wir  die  Formeln    für  die  Y- Spannkräfte   an   und   setzen 
diese  dann  =  o.     Demgemäß  muß  sein 

i;  =1V'  ^  Z,  .1;«  +  Z,  .1?  +  Z,-Y,'^  +  Z,-Y,<i^o. 
i;  =  1V  +  Z,  ■Y,--\-Z,-Y,^-{-Z,-Y./  +  Z^-Fo*^  -  o. 
r,  =  Y,o  +  Z, .  !>  -f  Z,  ■  Y.f'  +  Z,  ■  I?  +  Z,  ■  YJ  =  o. 
1;  =.  IV  +  Z,.Y,"  +  Z,  -IV  -f  Z,  -IV  +  Z,-Y/=.o. 
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In  diesen  Gleichungen  sind  als  Unbekannte  nur  Z^,  Z,,  Zg  und  Z4  ent- 
halten, womit  diese  eindeutig  bestimmt  sind.  Nunmehr  können  die  übrigen 
Stabkräfte  mit  Hilfe  der  Formel 

S  =^  So-\-  Zi'  Sa  r  Z2  •  Sb  -\-  Z.  ■  Sc  -{-  Zi  •  Sa 
ermittelt  werden. 

B.   Die  Stei'ükuppel  fAbb.  3561. 

Der  wagerechte  Ring  ahcde  •^■ei  ein  regelmäßiges  Polygon,  die  Drei- 
ecke abf,  bcf,  cdf\  def  und  eaf  gleichseitige  Dreiecke.  Um  zunächst 
einen  Knotenpunkt  dreistäbig  anschließen  zu  können,  ist  ein  F-Stab  notwendig. 
So  wurde  der  Punkt  a  an  zwei  feste 
Punkte  f  und  an  den  beliebig  außer- 
halb des  Fachwerks  liegenden  Punkt 
m  durch  die  Stäbe  1,  2  und  Y  an- 
geschlossen. Der  Einfachheit  halber 
werde  angenommen,  daß  m  in  der 
Ebene  der  Punkte  /'  liegt.  Darauf 
folgte  h  durch  die  Stäbe  3,  4  und  5, 
r  durch  6,  7  und  8,  d  durch  9,  lo 
und  11  und  e  durch  12,  13  und  14. 
Nach  Beseitigung  des  Y-  Stabes  wurde 
sodann  zwischen  a  und  e  ein  Z-Stab 
eingezogen.  Die  Kuppel  ist  also 
statisch  bestimmt  und  starr,  aller- 
dings unter  einer  gewissen  Bedin- 
gung, wie  weiter  unten  gezeigt 
werden  wird. 

Zur  Berechnung  der  Stabkräfte  wenden  wir  das  unter  I  beschriebene 
Ersatzstabverfahren  an.  Die  Spannkraft  in  irgend  einem  Fachwerkstabe  läßt 
sich  demgemäß  auf  die  Form 

S  :::^^  O0  -\-  Z  ■  0„ 

bringen.     Entsprechend  findet  man 

Y=:Y,-{-Z'Ya. 

Da  nun  l'=o  sein  muß,  so  erhält  man  die  Bedingungsgleichung 


Abb.  3s6 


Yo-\-  Z-  Ya  =^  o,  woraus  Z  : 


r« 


Yo  ist  hierin  die  Spannkraft  in  dem  Stabe  Y infolge  der  äußeren  Kräfte  Pallein, 
'7obei  Z=o  zu  setzen  ist,  während  F„  durch  die  Belastung  Z=  1  entsteht. 
Ergibt  sich  ra  =  o,  so  wird  Z=oo.  In  diesem  Falle  ist  daher  die  Kuppel 
unbrauchbar.  Wir  werden  nachweisen,  daß  Y„  nur  einen  von  Null  ver- 
schiedenen Wert  annimmt,  wenn  die  Seitenzahl  des  Ringes  eine  ungerade  ist. 

Zunächst  möge  nunmehr  die  Spannkraft  r«  infolge  Z=  1  bestimmt  werden 
(Abb.  357). 

Benutzt  man  am  abgetrennten  Knoten  c  eine  Alomentengleichung  für  die 
Achse  I,  so  erhält  man  nach  Zerlegung  der  Kräfte  1  und  S^-,u  in  die  Seiten- 
Kirchhof  f,  Statik.  I  •  iS 
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kräfte  i  cos  a  und  i  sin  «  bezw.  Sy^a  ■  cos  a  und  S^^a  •  sin  cc  (parallel  bezw.  senk- 
recht zur  Achse  I)  die  Gleichung 

(i  sin  a  +  /S'i2a  •  sin  a)  h  ^  O. 
h  ist   hierin    der   senkrechte  Abstand  der  Ringebene  von  der  Grundrißebene. 
Wir  schreiben  die  Gleichung  in  der  Form 

h-  sin  a  (l  +  'S'i2a)=^0, 
Da  /t- sin  a  nicht  =o  ist,  so  muß  i  +  6^12«  =  o  werden,  so  daß  <S^i2a  =  — i- 
Am   Knoten  d    erhält    man   dann   auf   dieselbe  Weise   unter  Benutzung    einer 
Momentengleichung  für  die  Achse  II  die  Bedingung 

(5'i2o  •  sin  «  -f-  S^a  •  sin  a)  A  =  o  bezw.  h  •  sin  a  {Si2a  +  ^aa)  =  0> 
woraus  Siia-\-  S^a  —  ^  und  S^a  =  —  Si2a  =  +  I- 


Abb.  357. 


Abb.  358. 


'S*;»  a  =  —  I 


Am  Knoten  c  muß  dann  entsprechend  sein 

Sßa-^-  Soa  —  0,    woraus    Sea^' 

und  endlich  am  Knoten  b 

Ssa  +  S(^a  —  0,    woraus    /S'sa  =  —  ^^oa  =  +  L 

Nunmehr  benutzen  wir  am  abgetrennten  Knoten  a  eine  Momentengleichung 

für  die  Achse  V.    Die  vom  Schnitt  getroffene  Kraft  Ya  zerlegen  wir  im  Punkte  vi, 

also  in  der  Grundrißebene,  in  eine  in  die  Grundrißebene  fallende  Seitenkraft, 

welche  die  Momentenachse  schneidet,  also  das  Moment  o  hat  und  in  die  senk- 

Y 
recht  zur  Grundrißebene  wirkende  Seitenkraft  -—  •  h  (vergl.  2,  A,  2,  Seite  259). 


y 


y  ist  hierin  die  wahre  Länge  des  T- Stabes. 
Die  Momentengleichung  lautet  alsdann 

y 


{S^a  •  sin  a  -f-  I  sin  «)  h  -\- 


h  .  i^ziziO  oder  mit  /Sa«  =  -|-  i 


,    .     r«      ,  T.  2  w  •  sin  « 

2sma-h-\ •h-inzzzo,   woraus   1„  = -^ 

^    y  ^  V 
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Sinngemäß  berechnen  wir  jetzt  die  Spannkraft  Yo  infolge  der  äußeren 
Kräfte  P  allein  (Abb.  358).  Wirken  in  den  Knoten  a,  h,  c,  d  und  e  die  senk- 
rechten Kräfte  P«,  P^,  Pc,  Pd  und  Pg,  so  erhält  man  zunächst  am  abgetrennten 
Knoten  e  mittels  einer  Momentengleichung  für  die  Achse  I  die  Bedingung 

P  •  r 

Si2o  ■  s'm  cc •  h  4-  Pe  •  r  ::=z  o,  woraus  Äo«  =^ ^ — ^. 

h  ■  sm  a 

Am  Knoten  d  lautet  die  Momentengleichung  für  die  Achse  II 
(aS'i2 0  •  sin  a  +  S,.^ 0  •  sin  a)  h-\-  P^-  r  =  O 

er    _       Pd-r-\-  Si2o-h-sma h-sma r  (P^  —  Pg) 

^^  h  •  s'm  a  h-sina  h  ■  s'm  a 

Am  Knoten  c  findet  man 

(Ä, o  •  sin  a  -j-  >%  o  .  sin  «)  /i  -|-  Pc  •  r  3=  o 

S.   =        Pc'r-\-S,o-h'Sma  ^       Pp-r +  r (Pe-P^)  ^  r (P^  — P,-P,) 
h  •  sin  «  h  •  sin  «  h  •  sin  a 

Am  Knoten  b  ist  sinngemäß 

(iSso  •  sin  a-\-  Söo-  sin  a)  h  -{-  P^-  y=^  o; 

o    _       Pö'r-^r(Pd-Pa-P,)_r{P,-^Pe-Pd-Pt) 
11 '  sm  a  li  •  sm  a 

Endlich  findet  man  am  Knoten  a  durch  eine  Momentengleichung  für  die  Achse  V 
die  Bedingung 

Y 

—  •  h- 1]-\-  S^o-  5^n  c(-  h  -{-  Pa-  y  ^^o, 

woraus  ^o  = ,    —  •  y 

h  •  tj 

_       r{P,-P,-\-P,-Pd-\-Pe)    ,^ 

~  h'tl  *  ^* 

Somit  ist 

Ist 

so  wird  ^ . 

2  A  •  sm  cc 

Z\i  dem  gleichen  Ergebnis  gelangt  man  übrigens  auch  auf  direktem  Wege 

(ohne  Zuhilfenahme    des   T-Stabes).     Benutzt   man    am  abgetrennten  Knoten  a 

eine  Momentengleichung  für  die  Achse  V  (Abb.  359),  so  erhält  man 

(Z  •  sin  «  -j-  aS's  •  sin  a)  h  -{-  Pa  •  r  =:  o, 

woraus  ^S;,  •  sin  a  =  —  P„  ^ Z-sin«. 

In  gleicher  Weise  findet  man  am  Knoten  b  durch  eine  Momentengleichung  für 
die  Achse  IV 

(63  •  sin  a  -\-  Sc  ■  sin  cc)  li  -\-  P^  -  r  =^  O; 

8q  •  sin  «  :=:  —  Pb-  ^1 63  •  sin  «  n:;  —  Pb'^-^  Pa-  j  +  Z-  sin  a. 

18* 


2 

y 

•  sin  a 

2  h  •  sina 

3 

a 

=^ 

■Pb=^ 
Zi=. 

Pc 

=  pd= 

p.r 

Pe 

=  P, 
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Am  Knoten  c  muß  dann  sein 

{Se  ■  sin  a  -\-  Sq  •  sin  n)  h  -\-  Pc  •  r  =  O, 


woraus 

Sn  •  sin  a 


T  V  V  i' 

Pc-  -j Se'Sma  =  —  Pc-Y  +  ^b--j ^«  "  7 ^-  sin  or. 


Weiter  gilt  am  Knoten  d  die  Gleichgewichtsbedingung 

{Sc,  •  sin  a  -{-  Si2  •  sin  «)  h  -\-  Pa  •  r  =  O, 
so  daß 

Pj.  y  y  )•  ']•  Y 

Si2  •  sin  a  = , S.,  ■  sin  a  =  —  Pd-  Y  +  ^c  •■-r~^b  •  y  +  ^a  •  y  +  ^-  sin  a 

Benutzt    man  dann    am    abgetrennten  Knoten  e   eine  Momentengleichung 
für  die  Achse  V,  so  erhält  man 

(Z  •  sin  a  -|~  'S'12  •  sin  a)  h-\-  P^-  r  ^^  O. 


Abb.  359. 


Abb.  359a. 


Setzt  man  hierin  den  für  ^12  •  sin  «  gefundenen  Wert  ein,  so  entsteht  die 
Gleichung 

2Z-h-sina^r{Pa-Pb-^Pc-Pd  +  Pe)  =  o, 

„_       r{Pa-P,  +  Pc-Pd-\-P.) 


woraus 


2  h  •  sin  a 


P-r 


Für  gleich  große  Kräfte  P  ergibt  sich  Z= -. — : 

°  °  ^  zh-  sma 

Nach  Berechnung  von  Z  findet  man  dann  die  Spannkräfte  in  den  übrigen 

Ringstäben  mit  Hilfe  der  für  diese  Spannkräfte  aufgestellten  Formeln.  So  ist  z.  B. 

Q    -   ^      _L  Z     Q      -  rjPc  +  Pe-Pd-Pl.)         riPg-Pö  +  Pc-Pd-^Pe)      ^ 
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Oder  wir  benutzen  die  auf  direktem  Wege  gefundene  Formel 

Ä-sin«^  2A.sina  ~      2h-s\na^    ""^    "    ^c+^rf    ^ej- 

Zur  Berechnung  von  S^  (Abb.  359a)  benutzen  wir  am  abgetrennten  Knoten  a 
eine  Momentengleichung  in  bezug  auf  die  durch  den  Spurpunkt  von  S^  gehende, 
mit  der  Grundrißprojektion  von  62  zusammenfallende,  also  in  der  Grundriß- 
ebene liegende  Achse.  Zerlegt  man  S^  in  S^  •  cos  ß  und  S^  ■  sin  ß  (parallel  und 
lotrecht  zur  Achse),   ebenso  <S\  im  Spurpunkt  von  -S'^  in  die  senkrechte  Seiten- 

kraft h  und   in  eine  in  die  Grundrißebene  fallende  Seitenkraft,  welche  die 

Momentenachse    schneidet,    so    findet   man    (unter  der  Voraussetzung,  daß  der 
Stab  Z  parallel  zur  Momentenachse  verläuft)  die  Gleichung 

o 
^  •  h  -i  —  S^  -  sm  ß  ■  h  —  o. 

(Man  beachte,  daß  die  Kraft  P«  die  Momentenachse  schneidet). 
Hieraus  ergibt  sich 

Setzt  man  sodann  an  demselben  abgetrennten  Knoten  die  Gleichgewichts- 
bedingung ,,w7  =  o"  an,  so  erhält  man  die  Gleichung 

— "-  •  h  -\ •  h  -\-  Pf^  =1  o  und  mit  Sj  ^  ^2 

S2  Si 

Aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  AaB  findet  man  die  Grundrißprojektion 
des  Stabes  Si  = —. und    aus    dem    rechtwinkligen    Dreieck  aBC=      " 


sin«    ""-^    "-    —    - '"''^^"    ^.....^..^^-  ^.^^ 

T  ? 

Es  muß  daher  sein  ^in^=  sin~/9   °^^'"  '' '  sin  /!?  =  ?  •  sin  u.     Somit  wird 


Ä, 


[-^--Ä(^«  +  ^^-^^  +  ^-^)] 


^-^,^'^^^^^-Pc^-Pa-P.\ 

Setzt  man   auch   in  der  für  Sx  aufgestellten  Gleichung  r  •  sin /^  =  ^  •  sin  or, 
so  ergibt  sich 

Si  und  ^2  werden  also  gleich  groß. 

p.  5 
Für  gleiche  Lasten  P  erhält  man  ü^^  8^  = j^- 
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daß     das     Fach  werk    nur 


Sinngemäß  werden  dann  die  übrigen  Spannkräfte  berechnet. 

Y 
Aus  der  Gleichung  Z=—   J    erkennt    man, 

brauchbar  ist,  wenn  r„  %  o,  da  andernfalls  für  einen  endlichen  Wert  von  l'o 
die  Spannkraft  Z  einen  unendlich  großen  Wert  bezw.  für  Yo  =  o  in  der  un- 
bestimmten   Form    —    auf- 


treten würde.  Ist  die  An- 
zahl der  Ringstäbe  eine 
ungerade,  wie  im  vor- 
liegenden Fall,  so  wird  r« 
stetste.  Bei  einer  geraden 
Anzahl  wird  dagegen  Ya  =  o, 
das  Fachwerk  also  unbrauch- 
bar, wie  nachfolgend  gezeigt 
werden  wird. 

Es  liege  z.B.  eine  Stern- 
kuppel mit  vier  Ringstäben 
vor.  In  Abb.  360  ist  der 
Zustand  Z  =  1  dargestellt. 
Benutzt  man  am  abgetrennten 
Knoten  d  eine  Momenten- 
gleichung für  die  Achse  I, 
so  erhält  man 
(i  •  sin  a  -^-  S<ia  •  sin  «)  h  =  O, 
woraus  S^a^^^  —  ^• 
Am  Knoten  r  findet  man  dann  sinngemäß  durch  eine  Momentengleichung 

für  die  Achse  II 

{S^a  •  sin  a  -f  «S'öa  •  sin  «)  h  z=z  o,  woraus  /So„  =  —  ^9a  =  +  ^• 

Am  Knoten  h  gilt  die  Gleichgewichtsbedingung 

{S(,a  •  sin  «  -|-  ^3«  •  sin  «)  h  =:  O,    so  daß  Sza  =  —  S(,a  =  —  I- 

Endlich  findet  man  am  Knoten  a  durch  eine  Momentengleichung  für  die  Achse  V 


Abb.  360. 


y 

Ya 

y 


n 


o. 


woraus 


Da  -     nicht 

y 


rj  ^O. 


(S-äa  •  sin  «  -|-  I  •  sin  «)  h  -\- 
und  mit  8^^  =  —  1: 

( —  I  •  sin  «  -f"  I  •  sin  «)  h  -\- 

Ya 

y 

o  sein  kann,  muß  F«  =  o  werden. 

xMan  erkennt  leicht,  daß  man  das  gleiche  Ergebnis  auch  für  eine  sechs- 
seitige und  achtseitige,  überhaupt  für  jede  Sternkuppel  mit  einer  geraden 
Anzahl  von  Ringstäben  erhält.  Die  Kuppel  ist  daher  nur  als  brauchbar  zu 
bezeichnen,  wenn  sie  eine  ungerade  Anzahl  von  Ringstäben  besitzt. 


—     279     — 

Obige  Untersuchungen  sind,  worauf  noch  einmal  besonders  hingewiesen 
werde,  an  die  Voraussetzung  vollkommener  Symmetrie  gebunden.  Liegt  ein 
unsymmetrisches  Fachwerk  dieser  Art  vor,  so  ist  der  Gang  der  Rechnung  der 
gleiche,  man  erhält  aber  dann  auch  für  eine  gerade  Anzahl  von  Ringstäben 
für  Ya  einen  von  Null  verschiedenen  Wert,  so  daß  die  unsymmetrische  Stern- 
kuppel stets  ein  brauchbares  Fachwerk  ist. 
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C.   Die  mit  Hilfe  eines  y- Stabes  entstandene  Halbkuppel. 

In  Abb.  361   ist  eine  Halbkuppel  dargestellt,    für  deren  Aufbau  nur  ein 
Y-Stab,  mithin  auch  nur  ein  ^-Stab  erforderlich  ist.     Die  Knotenpunkte  sind 
in  folgender  Reihenfolge  dreistäbig  angeschlossen: 
Knotenpunkt  a  durch  die  Stäbe   i, 
(^      ,,        ), 

c' 
d 

Nach  Beseitigung  des  F-Stabes  wird  zwischen  e  und  e'  der  -^-Stab  ein- 
geschaltet. 

Gang  der  Berechnung. 

Wir  beseitigen  zunächst  den  -^-Stab  wieder  und  bringen  zum  Ersatz  den 
Y-Stab  an,  so  daß  nach  wie  vor  ein  statisch  bestimmtes,  starres  Fachwerk 
vorliegt.  Auf  dieses  Fachwerk  (das  T- System)  lassen  wir  außer  den  Knoten- 
lasten in  der  Richtung  des  .^-Stabes  die  vorläufig  noch  unbekannte  äußere 
Kraft  Z  wirken.  Die  Knotenlasten  mögen  in  den  Knotenpunkten  a,  b,  c,  d,  e 
aus  senkrechten  Kräften  P  und  wagerechten  Windkräften  W,  in  den  Knoten- 
punkten a',  &',  c',  d',  e'  nur  aus  senkrechten  Kräften  P  bestehen.  Drücken  wir 
zunächst  alle  Stabspannkräfte  durch  die  Unbekannte  Z  aus  und  setzen  dann 
an  dem  abgetrennten  Knoten  h  die  Summe  aller  Kräfte  in  der  Richtung  von 
r=o,  so  erhalten  wir  eine  Gleichung  für  r,  in  der  Y  durch  die  Unbekannte  Z 
ausgedrückt  ist.  Die  Bedingung  Y  =  o  liefert  uns  dann  eine  Gleichung  mit 
der  Unbekannten  Z,  wodurch  diese  eindeutig  bestimmt  ist. 

Demgemäß  berechnen  wir  zunächst  S^^  an  dem  zuletzt  angeschlossenen 
Knoten  e  mittels  einer  Momentengleichung  in  bezug  auf  die  Achse  c — d.  Wir 
zerlegen  dabei  die  in  e  wirkenden  Kräfte  S^o  und  We  +  Z  je  in  eine  Seitenkraft 
parallel  und  senkrecht  zu  c—d,  so  daß  die  parallel  zu  c — d  gerichteten  Seiten- 
kräfte  aus   der  Momentengleichung  herausfallen.    Die  Gleichung  lautet  somit 

[S,.2  •  sin  a  -\- {W,  -f  Z)  sin  ß]  ]i„  +  P,  ■  ^,,  =  o, 

(TFe+^)Äo-sin|S-f  Pe-'yiO 


woraus 


Siu  = 


ho  •  sin  a 
Sinngemäß  erhält  man  S12'  am  Knoten  e',  wenn  man  in  dieser  Formel  )Fe  +  Z 
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durch  Z  und  P«  durch  Pe-  ersetzt,    da  im  Knoten  e'  nur   die  Kräfte  Z  und  Tc- 
wirken.     Es  wird  daher 

r,     __         ^  •  K  •  sin  /i;  +  Pe'  ■  riw 
ho  •  sin  « 
Zur  Berechnung  von  Äia«  setzen  wir  am  abgetrennten  Knoten  e'  die  Summe 
aller  Kräfte  in  bezug   auf  die  durch  den  Spurpunkt  von  14'  gehende,  mit  der 


Grundrißprojektion  von  14'  zusammenfallende,  also  ebenfalls  in  der  Grundriß- 
ebene   liegende  Achse    gleich  Null,    nachdem  'zuvor   Z   in    zwei  Seitenkräfte, 
parallel  und  senkrecht  zur  Achse,  zerlegt  ist  (vergl.  2,  A,  2,  b,  Seite  260  u.  261). 
^i-i-  sei  bereits  senkrecht  zur  Achse  gerichtet     Somit  lautet  die  Gleichung 

y-\z-  •  K  •  ^14'  +  ^  •  cos  y  •  A,,  —  /Si2'  •  ho  =  o. 
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5«13'  = 


^14' 


SO  daß 


Z  ■  cos  y 

/bl3'  = 


(Z-ho  •  sir 


^•7*0  ■  sin  ß  -\-  F^.  ■  rjiQ 


ho  •  sin  a 

sin  ß  -\-  P^.-  vj^Q. 


sin  a 


Entsprechend  erhält  man  am  Knoten  e 


und 


'S'is 


(Fe4-^)Äo-sin/J  +  Pe 


'^10 


ho  •  sin  « 
{We  +  Z)ho-s\nß-\-P,-ri,, 


-\-  Z  -COSy 
-  -Y  Z  •  cos  y  1 . 

+  (TF,  +  Z)cosy 

# 
-f-(Tf,  +  Z)cosy 


ho  •  sin  a 

Zur  Berechnung  von  »S'u'    setzen  wir  an  demselben  abgetrennten  Knoten 
die  Gleichgewichtsbedingung  ^F=o  an  (vergl.  2,  A,  2,  a,  Seite  260)  und  erhalten 

5<U'  •  ho  +  ^^13'  •  K  +  Pe'  =  o, 


woraus 


Xl3'  •  7^0  -|~  Pe 

ho 


ho  Ifju'  V 


Z'ho-sinß-\-P^^-  rjio' 


+  Z^ 


cos 


•)- 


F.' 


Sw 


ho  •  sin  a  '  '  y  "  J        Su- 

Entsprechend  wird  (am  Knoten  e) 

1   \ho  \  OVe  +  Z)ho-smß^  F,-ri,o  ^n  m.  J       p  I  _  ^i* 

Der  weitere  Gang   der  Rechnung    sei    nur    angedeutet.     Der  Leser  ist  danach 
leicht  imstande,   die  entsprechenden  Gleichungen  selbst  anzusetzen. 

Wir  trennen  den  Knoten  d  ab  und  setzen  zur  Berechnung  von  Siq 
die  Summe  aller  Kräfte  lotrecht  zur  Richtung  von  -S'io-^o,  womit  Siq  be- 
stimmt ist. 

Am  abgetrennten  Knoten  c  wird  sodann  die  Summe  aller  Kräfte  senkrecht 
zur  Richtung  von  ^^  =  0  gesetzt,  woraus  sich  'S-  ergibt.  Entsprechend  findet 
man  am  abgetrennten  Knoten  c'  die  Spannkraft  *S'^'. 

Alsdann  trennen  wir  den  Knoten  h'  ab  und  benutzen  eine  Momenten- 
gleichung in  bezug  auf  die  Achse  a'—f^J.  Da  ä^-  die  Achse  schneidet  und  So- 
zur  Achse  parallel  verläuft,  wird  das  Moment  dieser  beiden  Kräfte  in  bezug 
auf  die  Achse  =  o,  so  daß  die  Momentengleichung  nur  die  Unbekannte  <.% 
enthält. 

Endlich  setzen  wir  an  dem  abgetrennten  Knoten  h  eine  Momentengleichung 
in  bezug  auf  die  Achse  a—f^  an.    Die  Gleichung  lautet  sodann 

{Y-\-  Pb)  ^1  +  ^7  •  ho  •  fji  +  -612  •  cos  d-ho  -\-  So  •  h,j  +  Wi,  ■  ho  —  o,    woraus 
y^  _   Fb  '  ni  +  >^7  •  K  -rh+hJA,-  cos  d  +  S,+Wb) 

Vi 
Führt  man    dann  die  für  z-,  ^'i^und  S^^   ermittelten  Werte,    in   denen  überall 

die  Unbekannte  Z  enthalten  ist,  in  die  Gleichung  ein  und  setzt  r=o,  so  erhält 

man  eine  Gleichung  mit  der  Unbekannten  Z,  die  somit  eindeutig  bestimmt  ist. 

Nunmehr   sind  auch   alle  übrigen  Spannkräfte  S  bestimmt.     Man  braucht  nur 

den  für  Z  errechneten  Wert  in  die  für  die  Stabkräfte  aufgestellten  Gleichungen 

einzusetzen. 
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D.   Die  Zimiiiennanusche  Kuppel  (Reichstagstuppel)  (Abb.  362). 

A.  Die  Kuppel  hat  vier  allseits  bewegliche  und  vier  in  einer  bestimmten 
Linie  geführte  Lager.  In  ersteren  können  nur  senkrecht  zur  Grundrißebene 
gerichtete  Auflagerdrücke  entstehen,  während  in  den  Linienlagern  neben  den 
senkrechten  Auflagerkräften  noch  Widerstände  auftreten,  die  normal  zu  der 
seitlichen  Führung  der  Lager  gerichtet  sind  und  durch  die  wagerechten  Wind- 
kräfte hervorgerufen  werden.  Man  war  auf  diese  eigenartige  Lagerung  an- 
gewiesen, weil  als  Widerlager  nur  die  verhältnismäßig  schwachen  Umfassungs- 
wände eines  Sitzungssaales  zur  Verfügung  standen,  die  den  Schub,  der  durch 
ein  festes  Lager  auf  ein  Widerlager  ausgeübt  wird,  nicht  hätten  aufnehmen 
können.     Bei   der  Beanspruchung  durch  Winddruck  wirken   daher  die   an   den 

Führungsflächen      nor- 

I \i 1^ 


mal  zur  Führung  ge- 
richteten Stützwider- 
stände in  der  Längs- 
richtung der  Mauern, 
eine  Beanspruchung, 
denen  diese  nunmehr 
gewachsen  sind.  Die 
Umfassungswände  sind 
in  Abb.  362  gestrichelt 
angedeutet. 

Um  alle  Knoten- 
punkte dreistäbig  an- 
schließen zu  können, 
ist  es  zunächst  not- 
wendig, die  Linienlager 
durch  in  Richtung  der 
Führung  wirkende,  parallel  zur  Grundrißebene  gerichtete  T- Stäbe  festzumachen. 
Von  diesen  festen  Punkten  aus  werden  dann  die  übrigen  Knotenpunkte  drei- 
stäbig angeschlossen.  Man  beachte  dabei,  daß  man  sich  die  allseits  beweg- 
lichen Auflager  durch  Auflagerstäbe  ersetzt  denken  darf,  worauf  bereits  früher, 
hingewiesen  wurde.     Demgemäß  sind  angeschlossen 

Knoten  a  durch  die  Stäbe  1,    2  und  den  Auflagerstab  3 

>.        ^       M         „         ,.       4>    5     „        „  „  6 

>»       ^'       ■>■>        1)        ).       7>    8     „        ,,  „  9 

'»       '^       ..         n         „     10,  11     „        ,,  ,,  12. 

An   diese  sind   dann  weiter  angeschlossen  e  durch  13,   14  und  15,   /  durch  16, 

17  und  18,  g  durch  19,  20  und  21  und  li  durch  22,  23  und  24. 

Das  so  entstandene  Fachwerk  ist  statisch  bestimmt  und  starr,  da  sämtliche 
Knotenpunkte  dreistäbig  angeschlossen  sind. 

Damit  nun  aber  die  Auflager  auch  die  beabsichtigte  Wirkung  haben, 
müssen  die  }-Stäbe  wieder  beseitigt  und  durch  ebensoviele  Z-Stäbe  ersetzt 
werden,    die    so    anzubringen  sind,    daß  keine  neuen  Knotenpunkte    entstehen. 


Abb.  362. 
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Demgemäß  wurden  zwischen  den  Knoten  e,  f\  (j  und  //  die  Stäbe  Z^,  Z^,  Z^ 
und  Z^  angebracht.  Sie  liegen  in  einer  parallel  zur  Grundrißebene  gerichteten 
Ebene. 

Der  Gang  der  Berechnung  kann  entsprechend  dem  für  die  Schwedlersche 
Halbkuppel  entwickelten  Verfahren  durchgeführt  werden  Infolge  der  hier  vor- 
handenen Symmetrie  empfiehlt  es  sich  jedoch,  ähnlich  wie  unter  III  vorzugehen, 
wie  nachfolgender  Rechnungsgang  zeigen  wird. 

Wir  beseitigen  die  vier  Z- Stäbe  wieder  und  ersetzen  sie  durch  ihre 
Spannkräfte,  die  dann  zu  den  äußeren  Kräften  zählen.  Als  Ersatz  für  die  vier 
fehlenden  Z- Stäbe  müssen  dann  wieder  die  vier  F- Stäbe  angebracht  werden. 
Für  das  so  verwandelte  Fachwerk  berechnen  wir  nun  die  Spannkräfte  Tj,  Y^, 
To  und  r4  und  setzen  diese  =o,  womit  wir  vier  Gleichungen  mit  den  Un- 
bekannten JZi,  Z2,  Z3  und  Z^  erhalten. 

Es  sei  angenommen,  daß  in  den  Knotenpunkten  1,  2,  3  und  4  senkrechte 
Kräfte  P,   außerdem  in  1,  3,   5,  6,  7   und   8  wagerechte  Windkräfte  W  wirken 


Abb.   363. 


(Abb.  363).  Die  Stäbe  Y^,  Z,,  Y.^  und  Y^  liegen  in  der  Grundrißebene  und 
fallen  mit  den  Richtungen  der  Führungen  der  Auflagerpunkte  5,  10,  12  und  7 
zusammen. 

Wir  zerlegen  zunächst  alle  im  Knoten  5  angreifenden  Kräfte  nach  der 
Richtung  von  Y^  und  normal  zu  Tj  und  benutzen  dann  die  Gleichgewichts- 
bedingung: „Die  Summe  aller  in  der  Richtung  von  Y^  wirkenden  Kräfte  muß 
gleich  Null  sein".  Die  Zerlegung  der  Stabkräfte  erfolgt  jedesmal  in  der  durch 
den  betreffenden   Stab   und  durch  Tj   gelegten  Ebene.     So  findet  man  in   der 
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durch  *S'4  und  Y^  gelegten  Ebene   (also  in  der  Grundrißebene)   in  der  Richtung 
von  Tj  die  Seitenkraft  ;S^4  •  cos  a  =  ^S'^ .      In    der    durch   Si   und  Y^   gelegten 

Ebene    wirkt    in  der  Richtung  von  Yj    die  Seitenkraft   .S'i  •  cos  d,   worin  d  der  . 
Winkel  ist,  den  Sj  mit  dem  in  der  Grundrißebene  liegenden  Stabe  Y^  einschließt. 

cos  d  ist  daher  =  -    ,   so  daß  S,^  ■  cos  6=  S^  ■  —-.     s^   ist   die  wahre  Länge  des 

Stabes  *S'j.     Endlich  ist  noch    in   der    durch  5'e  und  Yj  gelegten  Ebene   die  in 
der  Richtung  von  Y^  wirkende  Seitenkraft  =  S^  ■  cos  ß,  worin  ß  der  Winkel  ist, 

den  Sq  mit  Y^  einschließt,  so  daß  cos/?  =  — und  S^  •  cos /i?  =  *S;,  ■ — .     Sg  ist  die 

Sc,  Sß 

wahre  Länge   des  Stabes  S^.     Demgemäß  lautet  die   Gleichgewichtsbedingung 
Fl  -|-  S^  •  cos  a  -\-  Si-  cos  J  -|-  A^tj  •  cos  ß  =:  o 

bez w.  1^1  _|_  ^     A  _|_  ^       '[.  _|_  S,  .    '-    z=z  o. 

54  s,  s^ 

Setzen  wir  zur  Abkürzung  die  Werte  —  =  x,  so  wird 

s 

y^  =  _  a  (zi  -[-  X4  +  Kg). 

Zur  Berechnung  von  Y.^  benutzen  wir  am  Knoten  lo  die  Gleichgewichts- 
bedingung: ,.Die  Summe  aller  in  der  Richtung  von  Y.^  wirkenden  Kräfte  muß 
gleich  Null  sein".     Demgemäß  muß  sein 

Y-2  +  aS;  •  cos   C(  -{-  Sg (-  Su =3  O. 

b  ,    S 

Mit  cos  a  =  —  und  —  =  x  wird  somit 
s-  s 

1^2  =  ^  (j^T  +  >f-  +  5^?)- 

Am  Knoten  12  setzen^  wir  dann  die  Summe  aller  Kräfte  in  der  Richtung 

\-^i2 =  o- 


r,  =:  —  a  (jfjo  4->«il   +  >fl2)- 

Endlich   setzen  wir  noch   am   Knoten    7    die   Summe   aller  Kräfte   in   der 
Richtung  von  ^4  =  0  und  erhalten 

T,  +  Tr,  +  S,  ■  cos  y  +  Ä,4  •  -^    +  s,,  •  —  =.  O. 

•''14  •''13 

h  S 

Setzen  wir   cos  r  =         und  —  =  };,  so  wird 


von 

r.. 

gleich 

Null 

und  erhalten 

Ys 

H-'S'^o' 

•  sin  a 

+  Sn 

Mit 

sin 

a 

-  und 

s  __ 

wird 

sodan 

3^;=-&.(-^  +  -.H--.n  +  >^u) 


Dann  drücken  wir  die  ;« -Werte   sämtlich   durch   die  Unbekannten  Zi,  Zo, 
Zy,  und  Zi  aus  und  setzen  die  vier  Bedingungsgleichungen  an: 
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i)  Y"i  =  o  =  —  «  (x,  -\-Xi-\-  xp) 

2)  Y^  —  0  —  —  b{xT-\--As^  /,,) 

3)  Y^i  =  o  =  —  a  (xio  +  Xu  +  >fi2) 

4)  Yi  =  o—  —  b  i^-\-  5^2  4-  ^^13  +  »«uj  • 

Das  sind  vier  Gleichungen  mit  den  vier  Unbekannten  Zi,  Z.,,  Z-^  und  Z^,  wo- 
durch diese  eindeutig  bestimmt  sind. 

Zunächst  mögen  die  Werte  x  bestimmt  werden. 

Zur  Berechnung  von  x^  benutzen  wir  am  abgetrennten  Knoten  i  eine 
Momentengleichung  in  bezug  auf  die  Achse  I  (vergl.  2,  A,  2,  Seite  258  u.  259). 
Die  Ebene,  in  welcher  Z^,  Z.^,  Z;  und  Z^  wirken,  habe  von  der  Grundrißebene 
den  Abstand  li.     Alsdann  lautet  die  Momentengleichung 


Xi 


=-ff+ 


«2  finden  wir  sodann  mittels  einer  Momentengleichung  in  bezug  auf  die 
durch  den  Spurpunkt  von  63  gehende,  mit  der  Grundrißprojektion  von  S.  zu- 
sammenfallende, also  ebenfalls  in  der  Grundrißebene  liegende  Achse  (vergl 
2,  A,  2,  Seite  260). 

x^-h-  d  -\-  Zi-  h  —  xi  •  A  •  a  =z  o, 

xi-a        Z,  fP    .    Z,-\-W, 

woraus  Xg  =  — -^ =  —    -^  + 


J  d         d 


so  daß 


d    .         d  V  ^^  l^ 

X3  ist  sodann  durch  die  Bedingung  .3  V=o  bestimmt  (vergl.  2,  A,  2,  Seite  260). 
X3  •  h  -\-  xi  •  h  -\-  X2  •  h  -\-  P  =^  o, 


_      rP       P       Z,-^W,        P     a        Z,_-\-W^     a        Z,\ 
\h         li  h  h     d  h  d         d  ) 

Zur  Berechnung  von  x,  setzen  wir  an  dem  abgetrennten  Knoten  6  die 
Summe  aller  in  die  Grundrißebene  fallenden  Seitenkräfte  senkrecht  zur  Stab- 
richtung 6—7  =0  und  erhalten  demgemäß 

bezw.  ;f^  .  ^  ^  j,^  .  j  _[_  )'7^  —  o. 

Hieraus  ergibt  sich 

Wenn  man  sich  nun  die  Figur  2 — 5  —  9  — 10  so  gedreht  denkt,  daß  der 
Punkt  2  in  1  liegt  und  der  Stab  Sq  mit  S,^  zusammenfällt,  dann  können  wir 
ohne  weiteres  die  für  die  Stäbe  der  Figur  1  —  5  —  6  —  7  ermittelten  Formeln 
auf   die    entsprechenden   Stäbe   der  Figur   2  —  5—9  —  ^'^    anwenden,    wenn  wir 


2ö6 


nur  die  entsprechenden  Bezeichnungen  miteinander  vertauschen.    So  entsprechen 
sich  offenbar  Sg  und  S^,  S^  und  S^,  Sg  und  ä^. 

Wir  können  daher  für  x^^,  x^  und  Xg,  die  für  Xg,  x^  und  x^  entwickelten 
Formeln  benutzen,  wenn  wir  a  mit  b  bezw.  Z^  mit  a,  d  mit  c,  Zi  mit  Z^,  W^  +  Z2 
mit  Z3  und  TFc  mit  o  vertauschen.    Daher  wird 

Z^\    h         Z2 

a  I   c  c  _^ 

D  +  ii^^  +  '-T 


--[ff+f)l-f] 


)] 


Denken  wir  uns  ferner  die  Figur  4 — 10 — 11  —  12  so  gedreht,  daß  4  mit  2 
und  der  Stab  S^  mit  S^  zusammenfällt,  dann  entsprechen  sich  S^  und  -Sg, 
»^10  und  S^,  /Sjj  und  »Sg.  Wir  dürfen  daher  für  x,j,  x^^  und  x^^  die  für  Xg,  x- 
und  Xg  entwickelten  Formeln  benutzen,  wenn  wir  darin  a  mit  b  bezw.  b  mit  a, 
c  mit  (f,  Zg  mit  Z^  und  ^2  ^it  Z^  vertauschen.     Somit  wird 


Xij 


-    \(^  I  A^  iL  _  AI 
''"  -     [[h  '^  b  )  d      d  \ 

Zur  Berechnung  von  x^^,  x^.^  und  x^^  denken  wir  uns  endlich  die  Figur 
3  —  7  —  8 — 12  so  auf  die  Figur  4 — 10  — 11 — 12  gelegt,  daß  3  mit  4  und  der 
Stab  5ia  mit  S.,  zusammenfällt.  Alsdann  entsprechen  sich  5'i3  und  S.i,  Äj;,  und 
SiQ  sowie  Su  und  S^.  Wir  erhalten  daher  x^^,  x-^^^  und  x^^,  wenn  wir  in  den 
für  X,,,  >fjo  und  x^-^  aufgestellten  Formeln  b  mit  a  bezw.  a  mit  ?^,  d  mit  c, 
Zg  mit  Zi,  Z^  mit  W.^-\- Z^^  und  Z4  mit  .^^  vertauschen.     Somit  wird 


>fl2 


(r+4-) 


TFs  +  Z, 


J«13 


Nunmehr  setzen  wir  diese  ;;-Werte  in  die  vier  auf  Seite  285  aufgestellten 
ßedingungsgleichungen  ein  und  erhalten 

\)    l\—0—- a(x^^x^-\x,;). 


-«(-( 


P  ,  z,  +  w, 


h 


+ 


)-[ 


h 
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-[(x  +  f) 


3)   1^3  =  o 


a  (Xio  +  5«11  +  >fl2)- 


fi  Jl 


W3  +  ^. 


4)  F4 


o  =  — 5  r 


El 
b 


4-  X2  +  ;(i3  + 


X14J. 


— 'C^-l^+n-^)!- 


6Z 


-[40  +  l)  +  T(-=  +  -'  +  ^)]-(x  +  f) 


Z.,  und  Z4 


_P 

h  Jj  \  h 
Aus  diesen  vier  Gleichungen  können  die  vier  Unbekannten  Z^,  Z2, 
bestimmt  werden. 

Nach  Ermittlung  der  Unbekannten  Z  sind  aber  auch  alle  übrigen  Spann- 
kräfte bestimmt.  Man  braucht  nur  die  für  die  Spannkräfte  Z  errechneten  Werte 
in  die  für  x^,  x^,  x^  usw.  aufgestellten  Formeln  einzusetzen.     So  ist  z.  B. 


'S'i 


S2_ 

S2 


+ 


z,-{-w. 


+ 


^s+TTi 


=-( 


S.>  = 


S-2 


h 


P 

h 

+ 


+ 


^2+^1 


J  d 


d 


Z-2  +  W^ 


+ 


z, 

d 


usw. 


B.  Man  kann  nach  Müller-Breslau  den  durch  die  bisherige  Lagerung 
erreichten  Zweck,  die  Auflagerkräfte  infolge  der  wagerechten  Windkräfte  in 
den  Längsrichtungen  der  Auflagermauern  wirken  zu  lassen,  auch  durch  die  in 
Abb.  364  dargestellte  Lagerung  erreichen,  wobei  nur  zwei  Y-Stäbe  erforderlich 
werden,  wie  weiter  unten  gezeigt  werden  wird,  /i,  f.,,  fs  und  f^  sind  feste,. 
a,  b,  d,  e,  g,  h,  Je  und  l  allseits  bewegliche  Auflager.  Die  festen  Auflagerpunkte 
gelten  dabei  als  Knotenpunkte.  Die  Auflagerdrücke  in  den  Auflagern  /i  bis  f^^ 
können  nur  in  die  Richtungen  der  in  den  festen  Auflagern  wirkenden,  parallel 
zu  den  Auflagermauern  gerichteten  Stabkräfte  fallen.  So  ist  z.  B.  in  dem 
Auflager  f^  der  Stützwiderstand  =  Si  —  Sg,  wenn  S^  >  S^.  Er  ist  parallel  zu 
S^  bezw.  Ss  gerichtet.  Der  senkrechte  Stützdruck  ist  gleich  dem  halben  Gewicht 
der  Stäbe  4  und  8  (Abb.  365).  An  den  allseits  beweglichen  Auflagern  entstehen 
lediglich  senkrecht  gerichtete  Auflagerdrücke. 

Für  den  dreistäbigen  Anschluß  der  Knotenpunkte  denken  wir  uns  wieder 
die    allseits    beweglichen    Auflager    durch    senkrechte    Auflagerstäbe    ersetzt. 
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Es  wird    dann  zunächst    der  Punkt  a  durch    den    Stab  i,    den    Auflagerstab  2 
und  den   Hilfsstab  Y^    angeschlossen,  darauf  h    durch    die    Stäbe  3,  4  und  den 


a  n 


Abb.  364. 

Auflagerstab  5.     Zum  Anschluß  von  c  ist  wieder  ein  Hilfsstab  erforderlich.    Der 
Punkt  wird  angeschlossen  durch  6,    7    und  l'a.     Hierauf  werden  angeschlossen 

(/  durch     8,     9  und  den  Auflagerstab  10 


e 
f 

h 

i 

Je 

l 

111 


13 


11,   12     „ 

die  Stäbe  14,  15,  16 

„       17,  18  und  den  Auflagerstab  19 

,.       20,  21     ,,       ,,  „  22 

23,  24,  25 

„         ,,       26,  27  und  den  Auflagerstab  28 

29,  30    „        „  „  31 

..       32,  33.  34- 

Das  so  entstandene  Fach  werk  ist  statisch  bestimmt  und  starr,  weil  sämt- 
liche Knotenpunkte  dreistäbig    angeschlossen    sind.     Damit  nun  das  Fachwerk 

die  gewünschte  Form  erhält,  müssen  die 
beiden  !'•  Stäbe  wieder  beseitigt  und 
durch  zwei  Z- Stäbe  ersetzt  werden. 
Die  Z- Stäbe  Zi  und  Z-  werden  zweck- 
mäßig zwischen  den  Knotenpunkten  c 
und  m  bezw.  ^  und  m  angebracht. 

Die  Berechnung  von  Zi  und  Zo 
wird  dann  nach  dem  unter  D,  A 
gezeigten  Verfahren  durchc^eführt.  Demgemäß  werden  zunächst  sämtliche 
Stabkräfte  einschließlich  r,  und  Yj  durch  Zi  und  Z3  ausgedrückt.  Die  Be- 
dingungen ri  =  o  und   l'a  =  o    liefern  dann   zwei   Gleichungen    mit  den    beiden 


Abb.  365. 


—     289     — 

Unbekannten  Z,  und  Z^.  aus  denen  diese  bestimmt  werden  können.  Die 
übrigen  Stabkräfte  findet  man  dann  durch  Einsetzen  der  für  Z,  und  Z^  ge- 
fundenen Werte  in  die  für  diese  Stabkräfte  aufgestellten  Formeln. 

4.    Berechnung  der  Spannkräfte  und  Stützwiderstände  einer 

Schwedlerschen  Vollkuppel  (Abb.  366). 

{Vergl.  auch  das  unter  2,  B,  5  und  6,  Seite  266  u.  268  benutzte  Rechnungsverfahren.) 

In  allen  Knotenpunkten  der  Kuppel  mögen  senkrechte  Kräfte  P,  außerdem 

in    den  an    der  Luvseite    gelegenen   Knotenpunkten   wagerechte  Windkräfte  W 


Grundriß 


Abb.  366. 


Abb.  366  a. 


angreifen.    Die  Diagonalen  seien  nur  zugfest.    Es  kann  also  nur  immer  eine  der 
beiden  gekreuzten  Diagonalen  gespannt  sein,  während  die  andere  spannungslos  ist. 
Zunächst  zerlegen  wir  sämtliche  wagerechten  Windkräfte  nach  den  Rich- 
tungen der    mit    ihnen    in  derselben  Ebene  liegenden  Ringstäbe,  z.  B.  TF3  nach 

Kirchhoff,  Statik.  I.  iq 
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Abb.  366b. 


den  Richtungen  3 — 2  und  3 — 4,  W^  nach  den  Richtungen  4 — 3  und  4 — 5  usw. 
Hierbei  handelt  es  sich  also  nur  um  ebene  Kräftezerlegungen.  Alsdann  werden 
sämtliche  senkrechten  Kräfte  P  nach  dem  unter  2,  B,  3.  Seite  264  beschriebenen 
Verfahren  in  Pt  nach  der  Richtung  des  Rippenstabes 
und  in  P'  bezw.  P"  nach  den  Richtungen  der  beiden 
]d  tj,^  Ringstäbe  zerlegt,  z.  B.  P3  nach  der  Richtung  3 — 8  und 
den  Richtungen  3  —  4  und  3  —  2,  P4  nach  4 — 9  und  4  —  3 
bezw.  4^5  usw. 

Bei  der  Zerlegung  der  Kräfte  P  wählen  wir  zweck- 
mäßig die  Grund-  und  Auirißebene  so,  daß  die  Stäbe  Tim 
Aufriß  in  wahrer  Größe  erscheinen  (Abb.  366b).  Alsdann 
wird  die  zweckmäßig  im  Maßstabe  P^K  aufgetragene 
Kraft  P  nach  T  in  Pf  und  in  eine  Seitenkraft  H  zerlegt, 
welche  in  die  durch  3 — 4  und  3 — 2  gelegte  Ebene  lällt. 
H  wird  sodann  im  Grundriß  nach  den  Richtungen  3  —  4 
und  3 — 2  in  P'  und  P"  zerlegt.  Betreffs  des  Pfeilsinns 
ist  zu  merken,  daß  P  die  Mittelkraft  von  Pt  und  H  ist. 
Anderseits  ist  H  die  Mittelkraft  der  Kräfte  P'  und  P" . 
Die  Pfeile  von  Pt  und  H  müssen  also  auf  P  zulaufen, 
desgleichen  die  Pfeile  von  P'  und  P"  auf  H.  Da  der 
Kräftemaßstab  so  gewählt  ist,  daß  die  Kraft  P  durch  die  Strecke  ho  dargestellt 
ist,  daß  also  ho  Meter  P  Tonnen  bedeuten,  so  stellt  1  m,  gemessen  im  Zeichen- 

P 
maßstabe,    -,- Tonnen  dar.   Handelt  es    sich    z.  B.     um    die  Zerlegung    von  P-j 

II  o 

(Abb.  366b)  und  sind  die  Seitenkräfte  von  Pg  durch  die  Strecken  t  und  H  und 
die  Seitenkräfte  von  H  durch  die  Strecken  b^  und  ^3  dargestellt,  so  wird 

Nunmehr    fassen  wir    die    einzelnen  Felder   der    oberen  Zone    als   ebene, 
in    ihren  Fußpunkten    eingespannte  Fachwerkscheiben    auf   und    berechnen  die 

Stabkräfte  nach  den  Gesetzen  der 
ebenen  Kräftezerlegung.  Wir  beginnen 
mit  dem  Feld  3 — 4  —  8  —  9,  das  wir 
uns  in  die  Bildebene  gelegt  denken 
(Abb.  367). 

Im  Punkt  3  wirken  in  wagerechter 
Richtung  die  von  TIV,  und  P3  herrühren- 
den    Seitenkräfte    WJ    und    P3',    in    4 
die    entsprechenden    Seitenkräfte    W^' 
und  P4'.     Außerdem  wirken  noch  in  der  Richtung  der  Rippenstäbe  die  Seiten- 

P  P 

kräfte  -^  •  t  und  -^  ■  t.    Diese  letzteren  sind  ohne  Einfluß  auf  die  Spannkraft!), 

da  sie  unmittelbar  von  den  Rippenstäben  aufgenommen  werden.  Sie  können 
daher  bei  der  Berechnung  der  Spannkraft  D  vernachlässigt  werden.  Nunmehr 
fassen    wir  das   Feld  3  —  4  —  8  —  9    als  in   den  Punkten    8   und   9   eingespannte 


Abb.  367. 


Abb.  367  a. 
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ebene  Fachwerkscheibe  auf.  Ist  L>R,  was  hier  angenommen  werde,  so  wird 
die  Diagonale  4 — 8  auf  Druck  beansprucht,  muß  also  spannungslos  werden, 
da  sie  als  nur  zugfester  Stab  keinen  Druck  aufnehmen  kann.  Gleichzeitig  wird 
die  entgegengesetzt  ansteigende  Diagonale  3—9  auf  Zug  in  Anspruch  genommen. 
Die  in  4  "angreifende  Kraft  L  wird  dann  voll  von  dem  Stabe  3—4  aufgenommen, 
wirkt  also  als  Druckkraft  von  der  linken  Seite  her  auf  den  Punkt  3,  während 
von  der  rechten  Seite  her  in  entgegengesetzter  Richtung  die  Kraft  R  angreift. 
An  dem  abgetrennten  Knoten  3  müssen  sich  daher  die  Kräfte  L — R,  T'  und  D 
das  Gleichgewicht  halten,  also  ein  Kräftedreieck  mit  stetigem  Umfahrungssinn 
bilden  (Abb.  367  a).  Da  das  Kräftedreieck  dem  Dreieck  3  —  8  —  9  ähnlich  ist, 
so  besteht  die  Proportion 


D 


L  —  R 

Desgleichen  muß  sich  verhalten 

T'  t 

— ,  w 
a 


=  —  ,   woraus  D  =^  {L  —  R)  —  (Zug). 


)raus   T'  —  {L  —  R)^  (Druck) 


L  —  R         a  "  '   a 

Diese  Kraft  ist  jedoch  noch  nicht  die  endgültige,  in  dem  Rippenstabe  T 
herrschende  Spannkraft,  da  der  Stab  außerdem  noch  durch  die  in  der  benach- 
barten Ebene  2  —  3 — 7 — 8  wirkenden  wagerechten  Kräfte  und  durch  die  in  der 

Po 

Richtung  von  T  wirkende  Seitenkraft  -y—  •  t  beansprucht  wird.     Wir  berechnen 

daher  sinngemäß  zunächst  noch  die  Spannkräfte  D'  und  T"  des  benachbarten 
Feldes  2—3  —  7  —  8.  Auf  den  Knoten  3  dieses  Feldes  wirken  die  wagerechten 
Kräfte  Pg"  und  W^" ,  auf  den  Knoten  2  die  Kräfte  Po'  und  W^'.  Zur  Abkürzung 
setzen  wir  P^"  -\-W^"^L'  und  P^' -^W^' =  R'  und  machen  die  Voraussetzung, 
daßP'>I;'.  Das  Feld  denken  wir 
uns  wieder  in  die  Bildebene  gelegt 
und  fassen  es  als  ebene,  in  den 
Punkten  7  und  8  eingespannte 
Fachwerkscheibe  auf  (Abb.  368). 
Da  R'  >  L',  so  wird  die  Diagonale 
2 — 8  auf  Druck  beansprucht,  also 
spannungslos,  und  in  dem  Ring- 
stab 2—3  herrscht  die  Druckkraft  R'.  An  dem  abgetrennten  Knoten  3  zerlegen 
wir  sodann  E' — L'  nach  Z)'  und  T"  (Abb.  368  a),  so  daß  die  Proportionen 
D'  cV       ^       T"  t 

und  ^ =—  :=:z  

a' 


Abb.   368. 


Abb.  368  a. 


=:  —  und 


R'  —  L'        a'    ""     R'  —  L' 

aufgestellt  werden  können.     Aus  diesen  finden  wir 

JD'  =  (R'  —  L')  -^  (Zug)  und   T"  =  (R' 
a 

Die  wirkliche  Spannkraft  T  setzt  sich  dann  zusammen    aus   den  Druckkräften 


L')  -— -  (Druck). 
a 


T"   und  T^-  t,  so  daß 

ho 


r= 


(L  -R)ir  +  (^'  -  ^') 


a' 


iif) 


19" 
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Das  negative  Vorzeichen  von  T  soll  andeuten,  daß  T  eine  Druckkraft  ist.  — 
Man  kann  nach  Berechnung  der  Diagonalspannkräfte  der  oberen  Zone  die 
Kräfte  T  auch  unmittelbar  durch  die  an  den  Knotenpunkten  des  oberen  Ringes 
anzusetzende  Gleichgewichtsbedingung  ^y=o  finden.  Demgemäß  erhalten 
wir  z.  B.  an  dem  abgetrennten  Knoten  3  (Abb.  366)  die  Gleichung  * 
'^■T  •  ho  -j-  xd  •  ho  +  y-d'  •  ho  +  Fo,  =1  o  (vergl.  2,  A,  2,  a,  Seite  260), 


woraus 


Somit  wird 


y.T= j-  (üd  '  ho  4-  '^d'  •  ho  +  P3) 

II  o 


T: 


1 

ho 


(xd  •  ho  +  xd'  ■  ho  -\-  P-i) 


D        D[ 

d  "^    d' 


{L-R) 


+ 


ho 


Xd-[- 

d 


f 

P^\ 

ho) 

(R'-L') 


a' 


P, 


h 


E) 


+(Ä'-i')^+f' 


H 


Die  letztere  Lösung  ist  übersichtlicher  und 
soll  daher  in  den  nachfolgenden  Unter- 
suchungen benutzt  werden. 


Nunmehr  gehen  wir  zur  Berechnung  der  Stabspannkräfte  der  unteren 
Zone  über  (Abb.  369). 

a)  Es  möge  angenommen  werden,  daß  die  Diagonalen  3  —  7  und  3  —  9 
der  oberen  Zone  gespannt  sind,  so  daß  4 — 8  und  2  —  8  spannungslos  bleiben. 
Alsdann  wirken  auf  den  abgetrennten  Knotenpunkt  8  die  gegebenen  Kräfte  W^, 
Pg  ^und  T.  Die  Kraft  T  ist  als  Druckkraft  mit  dem  auf  den  Knoten  8  zu- 
laufenden Pfeilsinn  eingeführt.  Die  wagerechte  Windkraft  TF^  zerlegen  wir 
nach  8 — 9  und  8—7  in  PFs'  und  TF^",  P^  nach  der  Richtung  des  Rippenstabes  Z 
in  Pss  und  nach  den  Richtungen  der  Ringstäbe  8 — 9  und  8 — 7  in  Ps'  und  P." 
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(Abb.  369a).  Grundriß-  und  Aufrißebene  sind  dabei  so  gewählt,  daß  die  Stäbe 
Z  und  T  im  Aufriß  in  wahrer  Größe  erscheinen.  Die  Zerlegung  von  F^  wird, 
entsprechend  der  Zerlegung  der  in  den  oberen  Ringknotenpunkten  wirkenden 
Kräfte  P,  durchführt.  Die  im  Maßstabe  P^  =  hu  aufgetragene  Kraft  P,s  wird 
demgemäß  nach  Z  in  Pl^s  und  in  eine  Seitenkraft  K  zerlegt,  welche  in  die 
durch  8  —  9  und  8  —  7  gelegte  Ebene  fällt,  worauf  K  im  Grundriß  nach  den 
Richtungen  von  8  —  9  und  8  —  7  in  P^'  und.  Pg"  zu  zerlegen  ist  Betreffs  des 
Pfeilsinns  ist  zu  merken,  daß  V^  die  Mittelkraft  von  Pgj  und  JI  und  daß  K  die 
Mittelkraft  von  F^  und  V^'  ist.  Die  Pfeile  von  P^s  und  K  müssen  daher  auf 
Ps  zulaufen,  desgleichen  die  Pfeile  von  P«'  und  P^"  auf  Jf.  Da  der  Kräfte- 
maßstab so  gewählt  ist,  daß  die  Kraft  Py  durch  die  Strecke  ä„  dargestellt  ist, 

daß   also  liu  Meter  Ps  Tonnen  bedeuten,   so  stellt   1  m   (gemessen   im  Zeichen- 

p 
maßstabe)    y*   Tonnen  dar.     Es  wird  daher  nach  Abb.  369a 

"« 

p      1  ,  ;        P  '  J^  ,  P      nnrl      P  "   ^       f. 

■^sz —    7     •  ■<>   -tg  — -^     •  c,s   una  ^cj     — — — •  Cy . 

Endlich  wird  noch  die  Kraft  T  nach  der  Richtung  des  Rippenstabes  Z 
und  nach  den  Richtungen  der  beiden  Ringstäbe  8  —  9  und  8  —  7  zerlegt.  Die 
Kraft  T,  die  im  Aufriß  in  wahrer  Größe  erscheint  und  im  Maßstab  T=^t  auf- 
getragen ist  (Abb.  369b),  zerlegen  wir  in  Tz  nach  der  Richtung  von  Z  und 
in  eine  Seitenkraft  W,  welche  in  die  durch  8—9  und  8  —  7  gelegte  Ebene  fällt. 
H'  wird  dann  im  Grundriß  nach  den  Richtungen  8—9  und  8  —  7,  also  nach  T^' 
und  Tg"  zerlegt.  Die  Pfeile  der  Seitenkräfte  Tz  und  H'  müssen  auf  den  Pfeil 
ihrer  Mittelkraft  T  zulaufen,  desgleichen  die  Pfeile  der  Seitenkräfte  T^'  und  Tg" 
auf  H'.  Da  der  Kräftemaßstab  so  gewählt  ist,  daß  die  Kraft  T  durch  die 
Strecke  t  dargestellt  ist,   daß   also  t  Meter  T  Tonnen  bedeuten,    so   stellt  1  m 

T 

(gemessen  im  Zeichenmaßstabe)  Tonnen  dar.    Es  wird  daher  nach  Abb.  369b 


T. 


■  ck,  T,'—  ^^~-(],  und  Tg" 


d,. 


Wir  denken  uns  jetzt  das  Feld 
/s  —  8  —  9-/4  in  die  Bildebene 
gelegt  und  erhalten  den  in  Abb.  370 
dargestellten  Kräftezustand. 

Ergibt  sich  L">R",  was 
hier  angenommen 

werde,  so  wird  die 
Diagonale  9 — /g  als 
gedrückte  Diagonale 
spannungslos.  Der 

Stab  8 — 9  erhält  die 
Druckspannkraft       L" . 

An  dem  abgetrennten  Knoten  8  zerlegen  wir  sodann  die  dort    wirkende    Kraft 
L"  —  R"  nach  den  Richtungen  Du  und  Z'  (Abb.  370a).     Dann  muß  sich  verhalten 


Abb.  370  a. 


Abb.  370. 
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Entsprechend  verfahren  wir  bei  der  Berechnung  der  Diagonalspannkraft  Du'  im 
benachbarten  Feld  7  —  8 — f2  —  f^. 

Wir  wollen  annehmen,  daß  sich  dort  die  Diagonale  8 — /g  als  gespannt 
ergeben  hat.  Zur  Berechnung  von  Z  benutzen  wir  sodann  an  dem  abgetrennten 
Knoten  8  (Abb.  369)  die  Gleichgewichtsbedingung  ^V  =  o  und  erhalten  dem- 
gemäß die  Gleichung 

Xz  '  hu  +  X^^^  •  hu  +  üd'^  '  hl  +  '^T  •  /lo  +  Ps  =  o. 

Hieraus  ergibt  sich 

I  Z 

y-z^^  —  Y^  i^d,,  •  hu  +  üd',,  •  hu  +  xt •  ho  +  Ps)  =  — -, 

flu  * 


so  daß 


Z  = 


{xd^  •  hu  +  xd\,  •  hu  +  y.T  •  ho  +  Ps). 


In  der  Gleichung  ist  zu  setzen 


'^■d..  — 


xd\ 


Du' 


T 

X7  =  y 


tiu  "t< 

Da  die  Kraft  T  bereits  mit  ihrem  richtigen 
Pfeil,  dem  auf  den  Knoten  8  zu  wirkenden 
Druckpfeil  eingeführt  ist,  darf  für  ^t  nur 
der  absolute  Wert    eingesetzt  werden. 


Abb.  371. 


Abb.  371  a 


Entsprechend  verfahren  wir  bei  der  Berechnung  der  übrigen  Spannkräfte  D 
und  Z  der  unteren  Zone. 

b)  Es  werde  jetzt  angenommen,  daß  die  Diagonalen  2  —  8  und  4  —  8 
gespannt  sind,  so.  daß  3—7  und  3—9  spannungslos  bleiben  (Abb.  371). 

Benutzen  wir  dann  am  abgetrennten  Knoten  3  die  Bedingung  J5'F=o,  so 
erhalten  wir  die  Gleichung 


y.r-ho-\-  P-i—0\      > 


'AT 


A 

ho 


^-\     T—  —  F,-~  (Druck). 

t  llo 
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Auf  den  Knoten  8  wirken  jetzt  von  den  Stabkräften  der  oberen  Zone  außer  der 
Druckkraft  T  noch  die  Zugkräfte  D  und  D'.  Wir  zerlegen  daher  D  in  der 
Ebene  3—4  —  8—9  nach  den  Richtungen  8  —  9  und  8 — 3,  desgleichen  D'  in  der 
Ebene  2 — 3 — 7 — 8  nach  den  Richtungen  8 — 7 
und  8 — 3  (Abb.  372).    Dann  muß  sich  verhalten 


Ferner 


D 
D 


Dh^D 


Dt  =  D-\ 


Sinngemäß  werden 


-D'--r  und  Dt' 

(V 


D' 


Abb.  372. 


Die   Seitenkraft  D^'  wirkt    in   der  Ebene  8 — 7 — f^,  —f-^,    kommt    daher    für    die 
Ebene  8  —  9  —  f.^  —  f^  nicht  mehr  in  Betracht. 

Die  iMittelkraft  der  in  Richtung  von  T  wirkenden  Kraft  ist  dann 
N=T—  {Dt-\-Dt').  Diese  Kraft  A'' zerlegen  wir  wieder  nach  dem  in  Abb.  369b 
veranschaulichten  Verfahren  nach  den  Richtungen  Z',  8 — 9  und  8—7,  wobei 
zweckmäßig  die  Kraft  A""  durch  die  Strecke  t  dargestellt  wird  (Abb.  371a).  Die 
in  die  Richtungen  von  8 — 9  bezw.  8 — 7  fallenden  Seitenkräfte  sind  alsdann 


iV 


d^   bezw.   N"  =  ^  •  f/7. 


%  ^s 


t      "'  ■■  t 

Sinngemäß  berechnen  wir  Dh,  N'  und  K"  am  Knoten  9.  (In  Abb.  373 
wurden  die  in  den  Punkten  8  bezw.  9  wirkenden  Seitenkräfte  Dh  und  N'  durch 
den  Zeiger  8  bezw.  9  gekennzeichnet.)  Klappen  wir  jetzt  das  Feld  8 — 9 — f^ — f^ 
in  die  Bildebene,  so  erhalten  wir  den  in  Abb.  373  dargestellten  Kräftezustand. 
Zur  Abkürzung  werde  gesetzt 

TF3'  +  Ps'  +  Da«  —  iVg'  =  R>"  und  W^'  +  r.y  +  Dh^  —  xYc,'  =  £'•'. 
Ergibt        sich       z.     B.  .,/  „g    „/   ,„'  ,///  i^'  p'      ni 

L"'>R"',  so  wird 
die  Diagonale  9  —  f^ 
spannungslos  und  der 
Stab  8—9  erhält  die 
Druckkraft  L'".  Zer- 
legen wir  dann  an 
dem  abgetrennten  Kno- 
ten 8  (Abb.  373)  die 
dort  wirkende  Kraft 
L"'—R"'  nach  den  Richtungen  von  Du  und  Z'  (Abb.  373a),  so  muß  sich  verhalten 


''/m/z/'w^''/ 

Abb.  373. 


Bu 


{L"'-R'''). 


L"'-R-'   ~"   &  '        ''~  h 

Entsprechend  verfahren  wir  bei  der  Berechnung  der  Diagonalspannkraft  Du' 
im  benachbarten  Feld  7—8 — f\  —  f^. 

Zur  Berechnung  von  Z  benutzen  wir  jetzt  am  abgetrennten  Knotenpunkt  8 
(Abb.  371)  die  Gleichgewichtsbedingung  2"F=o  und  erhalten  demgemäß 

xz '  hu  -\-  ■/..,   •  hu  +  y-d'u  •  hu  —  5«rf  •  ho  —  xd'  •  /«o  +  j< 7  •  /^o  +■?.!=  O- 
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>f  —  —  .-  {^d,,  •  K  +  i^d', 


liu  —  '-^d  •  ^*o 


>fc/' 


K-^'^i'h  +  P,)^ 


Hierin  ist    •A^l  =^ 


Xd 


ho  —  xd'  •  K  +  zr  ■  K  +  -Ps)- 

D'  T 


Xd'  — 


iC'f 


Abb.  374. 


J-{>(d,■hu-hi(d',rh^' 

"'U 

d,  '     '''''«"■  C'    ''''""  ^  '     ""■"  ^'  '    "'        t 

Da  die  Kraft  T  bereits  mit  ihrem  richtigen  Pfeil,  dem  auf  den  Knoten  8- 
zu  wirkenden  Druckpfeil  eingeführt  ist,  darf  für  xj-  nur  der  absolute  Wert 
eingesetzt  werden. 

Endlich  mögen  noch  die  Stützwiderstände  bestimmt  werden.  Gesucht 
sei  z.  B.  der  Auflagerdruck  an  dem  Auflager  f-.,.  Sind  die  beiden  dort  an- 
greifenden Diagonalen  spannungslos,  wie 
z.  B.  in  Abb.  371  angenommen  wurde^ 
so  stimmt  der  Auflagerdruck  nach 
Größe  und  Richtung  mit  der  in  /g  wirken- 
den Spannkraft  Z  überein.  Sind  dagegen 
die  Diagonalen  gespannt,  so  ist  der 
Auflagerdruck  nach  Größe  und  Richtung 
nur  bestimmt,  wenn  man  drei  Seiten- 
kräfte angeben  kann  (Abb.  374).  Wir 
zerlegen  daher  den  Druck  in  die  Seiten- 
kräfte V,  H  und  C,  von  denen  V  senk- 
recht zur  Grundrißebene  gerichtet  ist,. 
H  in  der  Grundrißebene  liegt  und  C  lot- 
recht zu  H  wirkt.  Benutzen  wir  dann  an  dem  abgetrennten  Auflagerknoten- 
punkt /g  die  Gleichgewichtsbedingung  .^'^  =  0,  so  entsteht  die  Gleichung 
V—X;,-  hu  +  >(d^  •  K  +  >f./'„  •  K  —  o,  woraus  F=  h,,  (x^  —  z^,^  —  x,i:J. 
Alsdann  setzen  wir  die  Summe  aller  Seitenkräfte  in  der  Richtung  von 
H=o  und  erhalten 

H —  Z-  cos  ß  -\~Du'  cos  «  -|-  Du  •  cos  «'  ==-  o. 
ß  ist  hierin  der  Winkel,   den  Z  in  der  durch  Z  und  H  gelegten  Ebene  mit  H 
einschließt,    während  a    und  a'   die  Winkel    sind,    welche  Du  und  Du'  in    den 
durch  H  und  D„  bezw.  durch  H  und  Du'  gelegten  Ebenen  mit  H  einschließen. 
Es  wird  daher 

o  «2  ^d  A  I  ^d' 

cos  ß  =1  — ,    cos  a  :=:^  —j-  und  cos  a  =:r  -  -- , 
^        ^  du  du' 

worin  z,    du  und  <4'  die  wahren  Längen    der  Stäbe  Z,  Du  und  DJ    bedeuten. 

Mit  diesen  Werten  erhält  man  daher  die  Gleichung 

4"^     "  ■  du' 

Z  ein  ^^u 

jfj,  ist  hierin  mit  seinem  absoluten  Wert  einzusetzen,  da  das  negative  Vorzeichen 
von  Xz  (vergl.  Seile  294)  bereits  durch  den  auf  den  Knotenpunkt  /.j  zulaufenden 
Druckpfeil  beim  Ansetzen  der  Gleichgewichtsbedingung  berücksichtigt  wurde. 


H—Z 


woraus   H^=^Z- 


+  Du 
-Du 


—  o, 


Xz-  a^  —  X,,, 


hv. 


2\)1     — 


Setzt    man    endlich    noch  die  Summe    aller  Kräfte    in   der  Richtung  von 
C==o,  so  entsteht  die  Gleichung 

C  -f-  Du  ■  cos  y  —  Du'  :  cos  y'  =  O. 
;'  und  y  sind  die  Winkel,  welche  D„  bezw.  Du'  in  der  durch  Du  und  G  bezw. 
durch  Du    und  C  gelegten  Ebene  mit  C  einschließen. 


Mit 
erhält   man 


C.i 


cos  y  =z     '     und  cos  y' 


C,l' 

du 


C'+l>« 


"7/ 


Ci 

du 
Du^ 

du 


Du' 


Cd' 


o, 


Cd 


du' 
'•^d;,  •  Cd-  —  i^d,,  •  Cd- 


5.    Die  auf  Linienlagern  ruhende  Kuppel  mit  Fußring  (Abb.  375)- 
Zwecks    dreistäbigen    Anschlusses    der    Knotenpunkte    müssen    zunächst 
die  Linienlager  durch  T-Stäbe  festgemacht  werden  (vergl.  auch  die  Reichstags- 
kuppel).   Alsdann  können  angeschlossen 
werden : 

a  durch     6,     7.     8 
b        ,,  Q,    10,    II 

'•         M  12,    13.     14 

d       ,,         15,    16,    17 
c       ,,        18,    19,   20. 

Nach  Beseitigung  der  Y- Stäbe 
werden  dann  zwischen  den  Auflager- 
punkten der  Linienlager  ebenso  viele 
Z-Stäbe  angebracht. 

Die    Gleitrichtungen    der    beweg- 
lichen    Auflager    dürfen    jedoch    nicht 
willkürlich  gewählt  werden.    Sie  müssen 
vielmehr    derart    beschaffen    sein, 
daß     eine,     wenn    auch    noch     so 
kleine,  Verschiebung  der  Kuppel  in 
irgend  einer  Richtung  parallel  zur 
Grundrißebene    nicht  möglich    ist.     i''j 

Nachstehend  möge  nun  unter- 
sucht werden, ob  bei  der  in  Abb.  375 
dargestellten  Lagerung  eine  Ver- 
schiebung der  Kuppel  möglich 
ist  oder  nicht.  Zu  dem  Zweck 
denken  wir  uns  das   Auflager  bei  /       Abb.  376. 

5    beseitigt,  wodurch   das  System 

einfach  beweglich  wird,  weil  eine  Starrheitsbedingung  beseitigt  ist  (Abb.  37.6)- 
Wir  zeichnen  nun  zu  der  Figur  F  des  Fußringes  eine  beliebige  Figur  F'. 
Dem  Punkte  1  erteilen  wir  zunächst  die  willkürliche  lotrechte  Geschwindig- 
keit   1  —  1',    die  senkrecht    zu    V^   gerichtet    sein    muß,    da    der   Punkt    1    sich 
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nur  in  der  Richtung  Fj  verschieben  kann,  z'  liegt  sodann  einerseits  auf 
der  zu  Fg  im  Punkte  2  gezeichneten  Lotrechten,  anderseits  auf  der  durch  1' 
zu  1  —  2  gezeichneten  Parallelen.  Ebenso  liegt  3'  sowohl  auf  der  im  Punkte  3 
zu  F3  gezogenen  Lotrechten  als  auch  auf  der  durch  2'  zu  2  —  3  gezogenen 
Parallelen.  Dasselbe  gilt  sinngemäß  für  4'.  Da  nun  der  Punkt  5  zweistäbig 
an  1  und  4  durch  die  Stäbe  1 — 5  und  4  —  5  angeschlossen  ist,  so  ist  5'  als 
Schnittpunkt  der  zu  1  —  5  und  4— 5  gezogenen  Parallelen  1' — 5'  und  4'— 5' 
bestimmt.  Die  lotrechte  Geschwindigkeit  des  Punktes  5  hat  somit  die  Rich- 
tung 5  —  5'.  Seine  wirkliche  Geschwindigkeit  F=,  fällt  also  in  die  Richtung  der 
Lotrechten  zu  s  —  5'.  Liegt  nun  F-,  in  der  Richtung  der  Führung  des  Lagers  5, 
so  ist  die  Lagerung  eine  bewegliche,  da  sich  dann  der  Punkt  5  bei  der  der 
Figur  F'  entsprechenden  Verschiebung  in  der  Richtung  von  F5  bewegen 
kann.  Für  die  Gleitrichtung  des  Lagers  5  ist  daher  die  Richtung  5  —  5'  die 
geeignetste. 

Gang   der  Berechnung. 
In   den   Knotenpunkten    mögen  beliebig  gerichtete   Kräfte   angreifen.     Es 
können  sodann  berechnet  werden  (Abb.  375) 

an  dem  abgetrennten  Knoten  e  die  Spannkräfte  »S'i,,,  »S\<,,  Ä'^o 

M         ..  ■       ,,  t.  c      ,,  „  «S12,    /S,:5,   Six 

II         ,)  M  ,>  ^      >i  1»  "9,     ^w,   Si\ 

,)  ).  >>  n  f'        .»  ».  ^'ß,      'S/,      S^. 

Alsdann  setzen  wir  am  abgetrennten  Knoten  1  die  Summe  aller  Kräfte  in  der 
Richtung  von  Ti  =  o.  Aus  dieser  Gleichgewichtsbedingung  ergibt  sich  Ti, 
ausgedrückt  durch  Z^  und  Z-,.  Am  Knoten  2  setzen  wir  sodann  die  Summe 
aller  Kräfte  in  der  Richtung  von  Y«  =  o,  woraus  i'3,  ausgedrückt  durch 
Zi  und  .^3,  gefunden  wird.  Am  Knoten  3  finden  wir  entsprechend  l'J.,,  aus- 
gedrückt durch  Zo  und  Z,.  Am  Knoten  4  wird  dann  ^'4,  ausgedrückt  durch 
^3  und  Z4,  bestimmt.  Endlich  finden  wir  Yf,  am  Knoten  5,  ausgedrückt  durch 
Zi  und  Zr^. 

Die  Bedingungen  Y^  =  o,  i'2  =  o,  1'.  =  o,  1'4  =  o  und  Y^  =  o  liefern  uns 
sodann  fünf  Gleichungen  mit  den  fünf  Unbekannten  Z,,  Z^,  Z,,  Z^  und  Z5,  die 
somit  eindeutig  bestimmt  sind. 

6.  Zum  Schluß  möge  noch  die  ganz  allgemeine  Zerlegung  einer  Kraft  i* 
nach  sechs  gegebenen  Richtungen*)  gezeigt  werden. 

Soll  ein  Körper,  auf  den  eine  beliebig  gerichtete  Kraft  wirkt,  statisch 
bestimmt  gelagert  werden,  so  müssen  die  Auflager  derart  angeordnet  werden, 
daß  die  Auflagerkräfte  mittels  der  sechs  Gleichgewichtsbedingungen,  die  für 
ein  räumliches  Kräftesystem  bestehen,  berechnet  werden  können.  Die  Anzahl 
der  unbekannten  Auflagerkräfte  muß  also  =  6  sein.  Da  die  Anzahl  der  Un- 
bekannten an  einem  festen  Auflager  =3,  an  einem  einseitig  beweglichen 
Linienlager  =  2  und  an  einem  allseitig  beweglichen  Lager  =  1  ist,  so  kann 
die  Lagerung  erfolgen   durch 


1)  Nach  dem  Verfahren  von  Dipl.-Ing.  P.  Rinkel,   Charlottenburg. 
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1  festes,    1  einseitig  bewegliches,    i  allseitig  bewegliches  Lager 


—  .    3 

—  ,      2 

—  ,      1 


Abb.  377. 


6.  -      ,  -  .    6  „ 

Wir  ersetzen  die  Lager  durch  Auflagerstäbe,  und  zwar  entsprechen  einem 
festen  Auflager  drei  Auflagerstäbe,  einem  einseitig  beweglichen  zwei  und 
einem  allseitig  beweglichen  Lager  ein  Auflagerstab   (vergl.  Seite  257). 

Der  allgemeinste  Fall  ist  der  Fall  6  (Stützung  durch  sechs  Auflager- 
stäbe). Er  tritt  ein,  wenn  niemals  zwei  der  sechs  Stäbe  in  einer  Ebene  liegen 
(Abb.  377).  Alle  anderen  Fälle  sind  Sonderfälle  von  6,  bei  denen  diese  Be- 
dingung nicht  zutrifft. 
Sie  sind  in  bezug  auf  ihre 
statische  Behandlung  Ver- 
einfachungen von  Fall  6. 
Wir  wollen  uns  in  den 
nachfolgenden  Unter- 

suchungen auf  den  allge- 
meinen Fall  beschränken. 

Die  Lösung  der  Auf- 
gabe erfolgt  mit  Hilfe  des 
Ersatzstabverfahiens 
von  Müller-Breslau  (vergl.  Seite  269).     Demgemäß  beseitigen  wir  zunächst 
drei  der  Auflagerstäbe    und  ersetzen  sie   durch  drei  andere  (Z- Stäbe),    deren 
Lage  wir  so  wählen,    daß   die  Zerlegung  nach   den  Richtungen   der  drei  noch 
verbleibenden   Stäbe  und 
der    drei   Ersatzstäbe  be- 
quem  ausgeführt   werden 
kann. 

In  Abb.  378  stellen 
die  Stäbe  s^,  S2  und  Sg 
die  verbleibenden  Auf- 
lagerstäbe dar.  Die  be- 
seitigten, in  der  Abbildung 
rot  angedeuteten  Stäbe 
seien  s^,  Sr,  und  s,..    Durch  A^b.  37S. 

einen  beliebigen  Punkt  (A) 

des  Stabes  s,  legen  wir  eine  Ebene  E,  die  s-,  in  B  und  S3  in  C  schneidet  und 
deren  Lage  zweckmäßig  normal  zu  s^  gewählt  wird.  '  Die  drei  Ersatzstäbe  1\> 
Yg  und  Tg  legen  wir  in  die  Ebene  E,  und  zwar  greife  1",  in  B,  Tg  ^i^^  ^5  ^^  ^ 
an,  wodurch  der  allgemeine  Fall  auf  den  Spezialfall  1  zurückgeführt  ist  (ein 
festes  Auflager  in  C,  ein  einseitig  bewegliches  in  B  und  ein  allseilig  bewegliches 
in  A  und  dementsprechend  Stützung  durch  drei  Auflagerstäbe  in  C,  durch  zwei 
in  B  und  durch  einen  in  A).     Die  Richtung  von  Yy  wird  so  gewählt,  daß  Y^  mit 
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52  in  einer  Ebene  parallel  zu  .^i  liegt.  Die  Richtungen  von  Y^  und  1\  sind 
beliebig,  sollen  hier  jedoch  derart  angenommen  werden,  daß  Y.^  mit  Sg  in  eine 
parallel  zu  ^i  gerichtete  Ebene  fällt,  während  Y..  in  der  Ebene  ^-parallel  zu 
Y^  liegt.     Der  Schnittpunkt    der  gegebenen  Kraft  P  mit    der  Ebene  E   sei  D. 

Wir  legen  nun  durch  P  eine  normal  zu  E  gerichtete  Ebene  und  zerlegen 
in  dieser  P  in  eine  in  E  fallende  Seitenkraft  P/j  und  in  eine  normal  zu  E  ge- 
richtete Seitenkraft  I'y,  die  also  parallel  zu  s^  gerichtet  ist  (die  Ebene  E  war 
normal  zu  Sj  gelegt).  Da  r,,  Y.^,  Y^  und  P//  in  derselben  Ebene  E  liegen,  so 
kann  P//  mit  Hilfe  des  Culmannschen  Verfahrens  (vergl.  Seite  4  unter  4)  nach 
den  Richtungen  von  Y^,  Y.^  und  Tg  zerlegt  werden  (Abb.  379).  Die  auf  Y^,  Y.^ 
und  Y..  entfallenden  Anteile  von  P/y  seien  l\ij,   Yon  und   i'3//. 

Pv  zerlegen  wir  sodann  in  drei  zu  P  y  parallele  Seitenkräfte  Fa,  Pb  und  Pq, 
die  in  A,  B  und  C  angreifen,  und  die  in  jedem  dieser  Punkte  aus  der  Momenten- 
gleichung in  bezug  auf  die  durch  die  beiden 
anderen  Punkte  gelegte  Achse  gefunden 
werden.  Da  Pa  als  normal  zur  Ebene  E 
wirkende  Kraft  in  der  Richtung  von  ^i  wirkt, 
so  entsteht  in  s^  die  Druckspannkraft  ä  y  =  Pa- 
Ferner  liegt  Pß  mit  5o  und  1\  in  einer  Ebene 
(normal  zu  E),  kann  also  in  dieser  nach 
s.,  und  1\  zerlegt  werden.  Auf  5-2  entfalle  S-2v 
und  auf  Yx  l\  y.  Endlich  werde  Pq  in  C  nach 
den  Richtungen  von  s.^  und  Y^  zerlegt,  mit 
denen  Pq  in  derselben  Ebene  liegt.  Die  auf 
s.,  und  Y.,  entfallenden  Anteile  seien  Siv  und 
y^y.  ig  wird  durch  diese  Zerlegung  nicht 
beeinflußt  (weil  in  einer  Ebene  liegend,  die  normal  zu  der  Ebene  gerichtet  ist, 
in  der  Pc,  Ssv  und  i'ar  wirken).  Nunmehr  ist  die  Kraft  P  auf  die  sechs 
Stäbe  Si,  «2-  s-i,  ¥1,  i'a  und   Y^  verteilt,  und  zwar  wird 

Sip^Pa,  S-2P—S2V,  S3p=S3v,  J'ip=ri//+i'ir.  J'L'i>=ii;//  +  i'L'r  und  Ysp^Ym. 

Die  ursprünglich  fortgelassenen  Stäbe  «4.  «5  und  av,  schneiden  die  Ebene  E 
in  den  Punkten  F,  G  und  H.  Ihre  unbekannten  Stabkräfte  seien  Si  —  X^,  S-,  =  X.2 
und  So  =  Xj,  die  in  den  Punkten  F,  G  und  H  angreifen.  Wir  drücken  nunmehr 
die  Kräfte  S^,  S2,  8-,^,  i'i,  i'o  und  Y3  durch  die  Unbekannten  Xi,  X.^,  X^  und  die 
gegebene  Last  P  aus  und  ermitteln  demgemäß  den  Einfluß  der  vier  Kraft- 
wirkungen getrennt  voneinander. 

1.  Es  wirke  nur  P,  Xi,  X.^  und  X.  werden  =0  angenommen.  Infolge- 
dessen entstehen  in  den  Stäben  S^,  S^,  S:^,  Y^,  Y^  und  Y^  die  Kräfte  Sip,  S2P, 
Sip,  Yip,  Y2P  und  i.ip,   deren  Berechnung  oben  angegeben  wurde. 

2.  Es  wirke  nur  Xj;  P,  X^  und  X3  werden  =0  angenommen.  Wir  er- 
mitteln zunächst  den  Einfluß  der  Kraft  Xj  =  1  auf  die  sechs  Stabkräfte  S^, 
S2 . '  ■  Y3  nach  demselben  Verfahren,  nach  dem  die  Zerlegung  von  P  nach  den 
sechs  Stabrichtungen  vorgenommen  wurde.  Die  Stabkräfte  infolge  dieses  Zu- 
Standes  seien  S^',  S^',  »SV,  Y^,  Y./  und  Y^'.     Durch  Vervielfachung  dieser  Kräfte 
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mit  Xi    erhält    man    dann    die  Stabkräfte    infolge    der   Kraft  Xj,    also    »Sy-X,, 
S.,'  ■  Xi,  S^'  ■  Xi ,  Fl'  •  Xi ,  r/  •  Xi  und  Y^'  ■  Xu 

3.  Es  wirke  nur  A'2;  P,  Xj  und  X3  werden  =  o  angenommen.  Infolge 
dieses  Zustandes  entstehen  die  Stabkräfte  Si"  ■  Ä\,  S.^"  ■  X-^,  Ss"-Xj,  ri"-A.,, 
Ya"  •  Xo  und  Ys"-X2,  worin  Si",  S2"  ...Y^"  die  Spannkräfte  in  den  Stäben  «i, 
S.2  ■  ■  ■  J'a  infolge  X2  =  1  sind,  die  ebenfalls  nach  demselben  Verfahren  gefunden 
werden  können,  nach  dem  die  Zerlegung  der  Kraft  P  nach  den  sechs  Stab- 
richtungen Si,  S2 .  ■ .  Y3  vorgenommen  wurde. 

4.  Es  wirke  nur  X3;  P,  Xj  und  Xj  werden  =  o  angenommen.  Sind  Si", 
S2'",  S3'",  Yi"',  Y2"  und  Y3"  die  Stabkräfte  in  den  Stäben  Si,  s, . .  .  Y^  infolge 
X3=i,  die  wie  vor  ermittelt  werden  können,  so  entstehen  infolge  X.  die 
Stabkräfte  'S'i"'.X3,  S^'"  ■  X.,  S3"'-X.,  Y^'"  •  X^,  Y^'"  ■  Xr,  und  IV"  •  X3. 

Um  nun  den  wirklichen  Zustand  zu  erhalten,  müssen  die  vier  Einzel- 
zustände addiert  und  gleichzeitig  die  Spannkräfte  Yi,  Y^  und  Y3  gleich 
Null  gesetzt  werden.  Denn  dann  wirken  im  ganzen  P,  S^,  S^,  S^,  Xj,  X3 
und  X3,  wie  es  in  Wirklichkeit  der  Fall  ist.  Man  erhält  nach  dem  Gesetz 
von  der  Summierung  der  Einzelwirkungen 

1.  s,  =  SiP+S,'  -X.  +  S," 

2.  S,  =  S2p-{-S2'  -Xi  +  S," 

3.  S,  =  Ssp  +  S,'  -X.  +  S," 

4.  Y,=^YipJrY,'-X,-\-Y," 

5.  Y.,=  Y2P+Y2'-X,-\-Y2" 

6.  l'3  =  r3P+lV-Xi+lV' 
Aus  den  Gleichungen  4,  5  und  6  können  die  Unbekannten  Xi,  X2  und  X-> 
eindeutig  bestimmt  werden.  Nach  Berechnung  der  Kräfte  X  findet  man  dann 
Si,  S.2  und  Ss  aus  den  Gleichungen  1.  2  und  3. 


•  X2  +  S,'" 

^'3 

•X2  +  6V" 

X, 

•  X3  +  S3" 

X, 

■  Xo  +  Y,'" 

X3  = 

=  0 

■  X2  +  r/" 

X3  = 

=  0 

•X3  +  1V" 

X3  = 

=  0 
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